
ひずみ軟化材料に対する構成則のひずみ空間における定式化ひずみ軟化材料に対する構成則のひずみ空間における定式化ひずみ軟化材料に対する構成則のひずみ空間における定式化ひずみ軟化材料に対する構成則のひずみ空間における定式化ひずみ軟化材料に対する構成則のひずみ空間における定式化

概要　本研究の目的は、ひずみ軟化挙動を示す土木材料に対し、その材料特有の強い
非線形挙動を表現するための構成則を検討することである。まず、一般に応力を状態
量として定義されている降伏関数を、ひずみ空間で定義した塑性増分理論を用いてひ
ずみを状態量とした降伏関数の誘導を行った。また応力空間、ひずみ空間それぞれの
載荷基準を比較し、ひずみ空間で定式化を行うことの有効性を示した。次いで、それ
を用いたひずみ空間における増分形の応力-ひずみ関係式を求め、単軸圧縮状態での

数値計算を行った。
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1.1.1.1.1. はじめにはじめにはじめにはじめにはじめに

我が国の構造物は地震や台風などの自然からの外力を受け，
しばしば被害にあっている．特に兵庫県南部地震では，そ
の時点までの設計基準を見直さなければならない程の多大
な被害を受けた．これらの被害の原因として，設計段階に
おける，構造物に使用している土木材料の塑性域に対する
考慮の不足が考えられる．また，現在有限要素プログラム
を用いた数値シュミレーションは構造解析の多くの分野で
広く利用されるようになっているが，強い材料非線形性を
持つ構造物の解析に対して一般的に信頼できる結果を得ら
れる段階には至っていないものと思われている．これらの
点を改善し，数値シュミレーションによる構造解析へと応
用するためには，強い非線形性を有する材料の弾塑性挙動
の検討が重要不可欠であるといえる．材料の有する弾塑性
特性を構造解析に応用するためにも，応力-ひずみ関係の
挙動を正確に表現し得る構成則が必要となる．
　本研究ではひずみ軟化挙動に着目し，弾塑性挙動を精度
よく推定することを目的とする．本稿では，Kiousis1)や
Mizuno&Hatanaka2)によって提案された手法により，降伏関
数を応力空間（応力を状態量として降伏関数を定義）では
なくひずみ空間（ひずみを状態量として降伏関数を定義）
において定義し，増分形の応力-ひずみ関係式を導く過程
を示す．降伏関数としては，vo n  M i s e s の降伏関数，
Drucker-Pragerの降伏関数を用いた．まず，応力を状態量
とした場合の降伏関数，ひずみを状態量とした場合の降伏
関数を用いた際の，それぞれの載荷基準を比較し降伏関数
をひずみ空間で定式化を行うことの有効性を明確にする．
次に，ひずみ空間で定式化を行うことにより得られた，増
分形の応力-ひずみ関係式を単軸圧縮状態に適用させ，数

値シュミレーションを行うことにより，ひずみ軟化挙動を
呈する応力-ひずみ関係を表現できることを示す．またそ
の際に用いた材料パラメータの軟化挙動に対する影響を考
察した．最後に，拘束圧が一定または漸増する場合の圧縮
載荷における多軸応力状態でのひずみ軟化挙動をシミュ
レーションした．

2.2.2.2.2. ひずみ軟化挙動ひずみ軟化挙動ひずみ軟化挙動ひずみ軟化挙動ひずみ軟化挙動

　ひずみ軟化挙動とは Fig.1に示すように，最大応力に達
した後に見られる勾配が負となる応力-ひずみ挙動である．
これは古典的な加工硬化すなわちひずみ硬化理論では数学
的に統一的には扱い得ない性質のものである3)．このよう
な挙動を示す要因の一つとして，実験装置にある程度原因
があるとされるような結果や，供試体寸法に依存する結果
が得られていることも事実である．また，ひずみ軟化挙動
を示す材料はまた不均質な材料であるので，局所的に生ず
る不安定性が全体としての強度を低下させる働きをするこ
ともあり得る4)．通常，ひずみ硬化理論で用いられている
Drucker の安定基準5)（stability criterion of Drucker）
によれば，ピーク応力を越えた後のひずみ軟化域において
材料は不安定となる．そのため，ひずみ軟化およびひずみ
硬化を統一的に扱うことのできる安定基準として，
Il'yushin の仮説6)（Il'yushin's postulate）が用いられ，
Kiousis1)，Mizuno&Hatanaka2)，Dafalias7)，Naghdi&Trap8)，
Chen et. al.4)などによりこれを用いたひずみ軟化のため
の構成則の検討がなされている．ひずみ軟化の問題は大い
に議論のあるところであるが，当面，材料の劣化に関する
簡単な工学的方法，すなわち最大値に達したあとでの降伏
曲面の形状変化を仮定することにより処理されている．こ
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Fig.1　ひずみ軟化材料の応力-ひずみ関係
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Table.1　応力を状態量とした場合、

ひずみを状態量とした場合の載荷基準
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の場合，ひずみ軟化材料の挙動を表現するには，ひずみ硬
化，ひずみ軟化挙動を決定するパラメータを材料モデルに
取り入れることが必要であり，これが重要な課題となる．

3.3.3.3.3. 載荷基準の検討載荷基準の検討載荷基準の検討載荷基準の検討載荷基準の検討

　軟化挙動を示す土木材料の弾塑性挙動を推定する場合，
載荷・除荷・中立載荷の移り変わりを正確に判定する必要
がある．載荷基準による塑性状態の判定という点に着目し，
応力を状態量とした場合，ひずみを状態量とした場合に関
し同じ応力状態における載荷基準の比較検討を行う．
　　Table.1 に応力を状態量とした場合の載荷基準，ひず
みを状態量とした場合の載荷基準をそれぞれ示す．これら
は降伏曲面上の外向き法線ベクトルと応力増分，ひずみ増
分ベクトルとの内積によって定義される関係式である．

3.13.13.13.13.1　応力を状態量とした降伏関数の載荷基準　応力を状態量とした降伏関数の載荷基準　応力を状態量とした降伏関数の載荷基準　応力を状態量とした降伏関数の載荷基準　応力を状態量とした降伏関数の載荷基準
　Fig.2は応力空間における載荷基準を示したものである．
ここで，ひずみ軟化挙動が起こった場合，応力値は最大応
力値から減少することになり，後続する降伏曲面 f + ∆f は

現在の降伏曲面 f の内側に配置されることになる．また降

伏曲面の法線ベクトル
∂f

∂σ ij
と応力増分ベクトルdσ ijとの内

積を考えてみると，弾性除荷状態では応力増分ベクトルは
降伏曲面の内側を向くため内積値は負（a），中立状態では
内積値はゼロ（b），硬化状態では応力増分ベクトルが外向
きに働くため内積値は正（c）となる．また軟化状態を硬化
状態と比較して考えてみると，応力値は減少するため弾性
除荷状態と同様に応力増分ベクトルは降伏曲面の内側を向
くことになる．応力を状態量として降伏関数を定義した場
合には，弾性除荷状態と軟化状態を載荷基準により区別す
る判定が Table.1中の式(a)～(d)ではできないことが分か
る．
　そこで，田辺ら9)は,弾性応力増分ベクトルをひずみ増分
ベクトルと弾性応力ひずみマトリックスから算出して，こ
れを用いて載荷判定をする方法を提案した．この方法では，
硬化，軟化にかかわらず除荷と判定することが可能である．
しかし，応力増分ベクトルを用いた場合と，弾性応力増分

ベクトルを用いた場合とでは一般に判定結果は異なると思
われ，ひずみ硬化領域における載荷判定に相違が生じる可
能性がある．これについては，実験を含めた詳細な検討を
必要とすると思われる．

3.23.23.23.23.2　ひずみを状態量とした降伏関数の載荷基準　ひずみを状態量とした降伏関数の載荷基準　ひずみを状態量とした降伏関数の載荷基準　ひずみを状態量とした降伏関数の載荷基準　ひずみを状態量とした降伏関数の載荷基準
　Fig.3はひずみ空間における載荷基準を示したものであ
る．Fig.2で示した応力空間における載荷基準とは異なり，
硬化状態，軟化状態のいずれの場合も塑性ひずみの増加に
伴い後続する降伏曲面 F + ∆Fは現在の降伏曲面 Fの外側に
移動することになる．特にひずみ軟化挙動が起こった場合，
応力値は減少することになるが，ひずみを状態量としてい
るため降伏曲面は膨張することになる．また中立状態，弾

性除荷状態では曲面上，および曲面の内側へ動く．また，降

伏曲面の法線ベクトル
∂F

∂ε ij
とひずみ増分ベクトルdε ijとの内

積を考えてみると，弾性除荷状態ではひずみ増分ベクトル

が降伏曲面の内側を向くため内積値は負(e），中立状態では
内積値はゼロ（f），硬化状態，軟化状態ではひずみ増分ベ
クトルが降伏曲面の外側を向くため内積値は正値をとる
（g,h）．

3.33.33.33.33.3　ひずみ空間において定式化を行う利点　ひずみ空間において定式化を行う利点　ひずみ空間において定式化を行う利点　ひずみ空間において定式化を行う利点　ひずみ空間において定式化を行う利点
　ひずみ軟化挙動を示す材料の単軸応力ーひずみ関係は，
最初の線形弾性挙動に続いて非線形な弾塑性挙動を示す．
とくに，非線形弾塑性挙動は，ひずみの増加に伴って応力
が増加するひずみ硬化現象と，ピーク応力以後のひずみの
進展に伴って応力が低下するひずみ軟化現象とに分類でき
る．
　工学材料のひずみ硬化現象のモデル化には，材料の安定
性に関するDruckerの安定仮説

５）

に基づいた塑性増分理論
が広く応用されてきた．しかし，この理論では，ひずみ軟
化域は安定となり，また完全塑性域については統一的に取
り扱うことができない．ここでは，単軸応力状態に限定し
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Fig.4　軟化状態、除荷状態の応力増分とひずみ増分の相違点
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Fig.5　応力空間における完全塑性状態と
　　　 中立載荷状態の応力変化
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て，ひずみ空間で定式化を行うことの有効性を示す．
(1)(1)(1)(1)(1)軟化状態と除荷状態の判定軟化状態と除荷状態の判定軟化状態と除荷状態の判定軟化状態と除荷状態の判定軟化状態と除荷状態の判定
　Fig.4の様な応力ひずみ関係において，応力レベルでは
軟化状態，除荷状態共に応力増分が減少していることにな
る．しかし，この両者をひずみレベルで考えてみると軟化
状態ではひずみ増分は増加，除荷状態では減少しているこ
とになり，この両者を区別することができる．
(2)(2)(2)(2)(2)完全塑性状態と中立載荷状態の判定完全塑性状態と中立載荷状態の判定完全塑性状態と中立載荷状態の判定完全塑性状態と中立載荷状態の判定完全塑性状態と中立載荷状態の判定
　Fig.5は弾性完全塑性応力-ひずみ関係を表している．応
力空間では両者を区別するには，塑性後の二次勾配を多少
与えなければならず，完全塑性とひずみ硬化を統一的に扱
うことができない（Fig.6）．しかし，ひずみ空間において
は Fig.7に示すように完全塑性状態では塑性ひずみ増分が
増加，中立載荷状態では塑性ひずみ増分に変化が見られな
いため，両者を区別することができ，完全塑性に対して特
別の取り扱いは不要となる．

4.4.4.4.4. ひずみ空間における構成則の定式化ひずみ空間における構成則の定式化ひずみ空間における構成則の定式化ひずみ空間における構成則の定式化ひずみ空間における構成則の定式化

4.14.14.14.14.1　定式化　定式化　定式化　定式化　定式化
　ひずみ軟化材料の応力-ひずみ関係を推定するために降
伏関数をひずみを状態量として定義し，増分形の応力-ひ
ずみ関係式を導く手順を以下に示す．
(1)(1)(1)(1)(1)ひずみ空間における降伏関数ひずみ空間における降伏関数ひずみ空間における降伏関数ひずみ空間における降伏関数ひずみ空間における降伏関数
　応力を状態量として定義した降伏関数を次式のように表
す．

f (σ ij,κ) = 0　　　　　　　（1）

ここでκ  は硬化を表すパラメータである．応力σ ij とひず

みの弾性成分ε ij
eとの線形関係から次式が得られる．

σ ij = Cijmnε mn
e 　　　　　　　（2）

ここでCijmnは弾性応力ひずみマトリックスである．また

ひずみは弾性成分と塑性成分に分解できることから次の
ように表せる．

ε ij = ε ij
e + εij

p　　　　　　　（3）

ここで ε ij，ε ij
e，ε ij

pはそれぞれ全ひずみ，ひずみの弾性成

分，ひずみの塑性成分である．式（3）により，式（2）
は次式のようになる．

σ ij = C
ijkl εkl

e = C
ijkl (ε kl − ε kl

p )　　　　（4）

Naghdi・Trapp8)が指摘したように，式（4）により応力に
より定義された降伏関数である式（1）を，ひずみを状態
量とした降伏関数として次式のように表す．

f = f Cijkl(εkl − εkl
p ),κ[ ]= F(ε ij ,ε ij

p,κ ) = 0　　（5）

(2)(2)(2)(2)(2)弾塑性構成式弾塑性構成式弾塑性構成式弾塑性構成式弾塑性構成式１）１）１）１）１）

　いま，材料の応力状態がひずみ硬化またはひずみ軟化
状態にあると仮定して，降伏関数の連続性の式（適合条
件式）より，

dF =
∂F

∂ε ij

dε ij +
∂F

∂ε ij
p dε ij

p +
∂F

∂κ
dκ = 0　　　（6）

　 0=f

ijdε

dε ij

F=0
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中立載荷状態中立載荷状態中立載荷状態中立載荷状態中立載荷状態

Fig.6　応力空間における完全塑性状態と
　　　 中立載荷状態の区別

ひずみひずみひずみひずみひずみ

完全塑性状態完全塑性状態完全塑性状態完全塑性状態完全塑性状態：：：：：塑性ひずみが増加塑性ひずみが増加塑性ひずみが増加塑性ひずみが増加塑性ひずみが増加

中立載荷状態中立載荷状態中立載荷状態中立載荷状態中立載荷状態：：：：：塑性ひずみに変化無し塑性ひずみに変化無し塑性ひずみに変化無し塑性ひずみに変化無し塑性ひずみに変化無し

Fig.7　ひずみ空間における完全塑性状態と
　　　 中立載荷状態の区別

ひずみひずみひずみひずみひずみ

応力応力応力応力応力

を得る．ここで，硬化パラメータκ は塑性ひずみε ij
pの関

数である．また硬化パラメータ増分dκ と塑性ひずみ増分

dε ij
pは線形関係があることから式（7）を得る．

dκ = bijdε ij
p　　　　　　　　　　　　　（7）

式（7）を式（6）に代入して，

dF =
∂F

∂ε ij

dε
ij

+
∂F

∂ε ij
p

+
∂F

∂κ
bij

 

 
 
 

 

 
 
 dε

ij
p = 0　　　（8）

そこでG = G(ε ij ,ε ij
p)を塑性ポテンシャル関数として次式の

流れ則を式（8）に適用させる．

dε ij
p = dλ

∂G

∂ε ij
　　　　　　　　　　　　（9）

Mizuno&Hatanaka2)，Chen et. al.４)は左辺を緩和応力増分
として，弾性応力ひずみ関係から塑性ひずみ増分を求めて
おり，この方法は緩和応力増分の降伏曲面への直交性を利
用している点から妥当な方法である．上記の式は，
Dafalias7)，Naghdi&Trapp8)によって示された非線形弾性を
も含んだ一般的な場合の流れ則を簡略化したものである．
この二つの流れ則の相違は結局は塑性ポテンシャル関数の
相違という形で反映されることになる．後に示す数値計算

例は関連流れ則としているのでこの影響は検討すべき課題
であるが，本稿では簡略化のため式(9)をそのまま用いた．
なお，塑性ポテンシャルを応力の関数として定義すると，
安定な解を得ることができなくなるため，塑性ポテンシャ
ルもやはりひずみの関数として定義しなければならない．
　式（9）を式（8）に代入し，式（10）を得る．

∂F

∂ε ij

dε
ij

+
∂F

∂ε ij
p

+
∂F

∂κ
bij

 

 
 
 

 

 
 
 dλ

∂G

∂ε ij

= 0　　（10）

式（10）をdλについて解くと，次式が得られる．

dλ =

∂F
∂ε ij

dε ij

− ∂F
∂ε ab

p

∂G
∂εab

− ∂F
∂κ

bcd

∂G
∂εcd

　　　　（11)

式（11）を式（9）に代入し，さらに，これを次式に示す
式（4）の増分形式に代入して，ひずみ増分-応力増分関
係式を得る．

dσ ij = Cijkl (dεkl − dεkl
p )　　　　　（12）

dσ ij = Cijkl
e− p[ ]dεkl = Cijkl −

Cijmn

∂G
∂ε mn

∂F
∂εkl

∂F
∂εab

∂G
∂εab

− ∂F
∂κ

bcd

∂G
∂εcd

 

 

 
 
 
  

 

 

 
 
 
  

⋅ dεkl  （13）

ここで，塑性ひずみ増分は

dε i j
p =

∂ G

∂ε i j

∂ F

∂ ε kl

dε kl

∂ F
∂ε ab

∂ G
∂ ε ab

− ∂ F
∂ κ

bcd

∂ G
∂ ε cd

　　　　 (14)

で表される．これと弾性応力ーひずみマトリックスとの
積により，緩和応力（軟化挙動に見られる応力の減少値）
が求まる．

4.24.24.24.24.2　ひずみを状態量とした　ひずみを状態量とした　ひずみを状態量とした　ひずみを状態量とした　ひずみを状態量とした von Misesvon Misesvon Misesvon Misesvon Mises の降伏関数との降伏関数との降伏関数との降伏関数との降伏関数と
Drucker-PragerDrucker-PragerDrucker-PragerDrucker-PragerDrucker-Prager の降伏関数の降伏関数の降伏関数の降伏関数の降伏関数
　4.1で誘導した増分形の応力-ひずみ関係式に具体的な降
伏関数を適用する．ここでは，Kiousis1)によって定義され
たひずみを状態量とした場合のvon Misesの降伏関数と，
本研究で導出した，ひずみを状態量としたDrucker-Prager
の降伏関数を示すと共に，更に，Kiousis1)の硬化パラメー
タの概要を示す．
(1)von Mises(1)von Mises(1)von Mises(1)von Mises(1)von Mises の降伏関数の降伏関数の降伏関数の降伏関数の降伏関数
　応力を状態量としたvon Misesの降伏関数は，

f( J2) = J2 − κ − k 2 = 0　　　          　（15）

である．ここで，J2は偏差応力の2次の不変量，κ は硬化パ

ラメータである．次に，式（15）をひずみを状態量として
再定義した式を以下に示す．

F = F(eij ,eij
p,κ ) = 2µ2 (eij − eij

p)(eij − eij
p) −κ − k 2 = 0　　　（16）

ここで，µはせん断弾性係数，eijは偏差ひずみ，eij
pは偏差ひ

ずみの塑性成分である．

応力応力応力応力応力



係をシミュレートすることとし，更に単軸応力状態の場
合については比較のためDrucker-Pragerの降伏関数によ
る結果も示す．

5.15.15.15.15.1　単軸圧縮状態への適用　単軸圧縮状態への適用　単軸圧縮状態への適用　単軸圧縮状態への適用　単軸圧縮状態への適用
　4.1で示したひずみ空間における増分形の応力-ひずみ関
係式においてF=G,すなわち関連流れ則として，ひずみを状
態量としたvon Misesの降伏関数，Drucker-Pragerの降伏
関数をそれぞれ適用させて，単軸圧縮状態の応力ーひずみ

(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager の降伏関数の降伏関数の降伏関数の降伏関数の降伏関数
　応力を状態量としたDrucker-Pragerの降伏関数は，

f (I 1, J
2) = αI

1 + J
2 −κ − k = 0　　　    （17)

である．ここで，I1は応力の1次不変量，J2は偏差応力の2

次の不変量，α，k  は正の材料定数である．次に，応力の
不変量 I1および J2をひずみ量で表すことを考える．静水

圧 p  および偏差応力sijは，それぞれ次式で与えられる．

p = K(ε ii −ε ii
p)　　　　             　（18）

sij = 2µ(eij − eij
p)　　　　            　（19）

ここで，K , µ,ε ii ,ε ii
p ,eij ,およびeij

pは，それぞれ，体積弾

性係数，せん断弾性係数，体積ひずみ，塑性体積ひずみ，
偏差ひずみ，および塑性偏差ひずみを表す．それゆえ，
応力の不変量 I1および J2は，それぞれ，次式のように表

される．

I1 = 3p = 3K(ε ii − ε ii
p )　　          　　（20）

J2 =
1

2
sijsij = 2µ2 (eij − eij

p)(eij − eij
p )     　　（21）

　式（20）および（21）を式（17）に適用させることによ
り，ひずみ空間で定義されたDrucker-Pragerの降伏関数を
得る．

F = 3αK(ε ii − ε ii
p ) + 2µ 2(eij − eij

p )(eij − eij
p ) −κ − k = 0　（22）

(3)Kiousis(3)Kiousis(3)Kiousis(3)Kiousis(3)Kiousis の硬化パラメータの硬化パラメータの硬化パラメータの硬化パラメータの硬化パラメータ１）

　Kiousisによる硬化パラメータκ  は次式のように表さ
れる．

κ =
H

A
eAx 1+

1

PA
−

x

P

 

 
 

 

 
 −

H

A
1+

1

PA

 

 
 

 

 
    　　（23）

式（23）中のH，Aは以下に示す式（24）及び（25）から

決定されるパラメータであり，式中のσ p，σ rは軟化挙動

を示す応力-ひずみ曲線の最大応力値と残留応力値であ
る．また式中の P は最大応力値を与える塑性ひずみ（残
留ひずみ）の値であり，xは相当塑性ひずみである．

1

3
σ p

2 =
HeAP

A2 P
−

H

A
−

H

A2 P
              （24）

1

3
σ r

2 = −
H

A
1+

1

PA

 

 
 

 

 
    （25）

また，硬化パラメータκ の増分は塑性ひずみε ij
pの増分と

線形関係（式（7））にあることから，式（7），式（24）
及び式（25）により以下に示す関係式を得る．

bmn

∂G

∂ε mn

= HeAx 1−
x

P

 

 
 

 

 
 

1

2

∂G

∂ε ij

∂G

∂ε ij

 

 
 
 

 

 
 
 

1/ 2

　　（26）

5.5.5.5.5. 適用例適用例適用例適用例適用例

　本稿では，一般的に軟化を呈する材料を対象とした構
成則を論じていることから，最も基本的な降伏関数とし
てvon  Misesの降伏関数を用いた場合の応力ーひずみ関
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Fig.8　パラメータHの変化に対する挙動の変化
（von Misesの降伏関数）

Fig.9　パラメータAの変化に対する挙動の変化

（von Misesの降伏関数）

Fig.10　パラメータPの変化に対する挙動の変化
（von Misesの降伏関数）



関係を求める．
(1)von Mises(1)von Mises(1)von Mises(1)von Mises(1)von Mises の降伏関数の適用の降伏関数の適用の降伏関数の適用の降伏関数の適用の降伏関数の適用
　ひずみを状態量としたvon Mises の降伏関数である式
（15）を，単軸圧縮状態に適用させるため以下に示す式を得
る．

∂F

∂ε11

= 4µ2 (e11 − e11
p ) ,

∂F

∂ε11
p = −

∂F

∂ε11

= −4µ 2(e11 − e11
p )　（27）

式（27）を式（13）に適用させることにより，von Misesの
降伏関数を用いた，単軸圧縮状態の増分形応力-ひずみ関
係式を得る．
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   （28）

　次に式（28）を用いて数値計算を行った．全ひずみ増

分dε11を0.0001で step-by-stepに増加させることにより
塑性ひずみ増分，塑性ひずみ，弾性ひずみ，応力をそれ
ぞれ求め，それにより得られた応力-ひずみ関係を Fig.8

から Fig.10に示す．ここで，これらの応力-ひずみ関係
はパラメータとなるH,A,P をそれぞれ変化させたもので
ある．なお，数値計算においてE=3.0× 105kgf/cm2，
µ =1.26× 105kgf/cm2，k=0としている．
(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager(2)Drucker-Prager の降伏関数の適用の降伏関数の適用の降伏関数の適用の降伏関数の適用の降伏関数の適用
　ひずみを状態量としたDrucker-Pragerの降伏関数であ
る式（17）を，単軸圧縮状態に適用させるために以下に
示す式を得る．

∂F

∂ε11

= 3Kα +
2µ2 (e11 − e11

p )

J2
,

∂F

∂ε11
p = −3Kα −

2µ 2(e11 − e11
p )

J2
 （29）

　
　式（29）を式（13）に適用させることにより，
Drucker-Pragerの降伏関数を用いた単軸圧縮状態におけ
る増分形応力-ひずみ関係式を得る．

dσ 11 = E(dε11 − dε11
p )

= E dε11 −

3Kα + µ(e11 − e11
p )

J2

 
 
 

  

 
 
 

  

3Kα + µ(e11 − e11
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+ HeAx 1− x
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 （30）

Fig.11　パラメータHの変化に対する挙動の変化

（Drucker-Pragerの降伏関数）

Fig.12　パラメータAの変化に対する挙動の変化
（Drucker-Pragerの降伏関数）

Fig.13　パラメータPの変化に対する挙動の変化

（Drucker-Pragerの降伏関数）

Fig.14　パラメータαの変化に対する挙動の変化
（Drucker-Pragerの降伏関数）
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　次に式（30）を用いて数値計算を行った．全ひずみ増

分dε11を0.0001で step-by-stepに増加させることにより

塑性ひずみ増分，塑性ひずみ，弾性ひずみ，応力をそれ
ぞれ求め，それにより得られた応力-ひずみ関係 Fig.11
から Fig.14に示す．ここで，これらの応力-ひずみ関係
はパラメータとなるH,A,P,αをそれぞれ変化させたもの
である．
(3)(3)(3)(3)(3)考察考察考察考察考察
 これらの結果から,Kiousisの硬化パラメータを用いた場
合以下のような特性をもつ応力ひずみ関係を表現できるこ
とが分かる．　
・降伏関数の影響については，von Misesの降伏関数よりも
Drucker-Pragerの降伏関数を用いて得られた応力-ひずみ
曲線の方がひずみ軟化挙動が顕著に現れている．
・パラメータPの変化は，最大応力値を与える残留ひずみの
値に顕著に影響を与えるのみならず，軟化の程度にも強く
影響を及ぼす．
・パラメータA（負値）およびHが増加するに従って，最大
応力値は上昇するが，特にAの値が増加すると軟化現象が
顕著になる．

5.25.25.25.25.2 多軸応力状態への適用多軸応力状態への適用多軸応力状態への適用多軸応力状態への適用多軸応力状態への適用
　ひずみを状態量としたvon Misesの降伏関数である式(16)
を増分形応力ひずみ関係式である式(13)に，多軸応力状態
において適用した構成則を用いてシミュレーションを行っ
た．
(1)(1)(1)(1)(1)適用例適用例適用例適用例適用例
　Fig.15に示すような側圧σ２，σ3を加えた条件下で，軸
方向（ε１方向）に制御ひずみを与えた状態を考える．その
際の応力ーひずみ関係式は以下のように表せる．
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　          (31)

ここで，
σ２，σ3，ε１：既知
σ１，ε２，ε３：未知

である．ここで，未知の応力成分をσA，既知の応力成分を
σB，未知のひずみ成分をεB，既知のひずみ成分をεAとし
て，次式のように表す．
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上式を展開して，以下の２式を得る．

BABAAAA CC εεσ +=              (33)

BBBABAB CC εεσ +=              (34)

ここで，

( )ABABBBB CC εσε −= −1             (35)

により，未知のひずみ成分εBを求めることができ， εBを
式(33)に代入することで，未知の応力成分σAを求めること
ができる．
　以上の手順で数値計算を行い，その結果を Fig.16から
Fig.21に示す．ここで，Fig.16及びFig.17は横方向の側圧
を一定とした際の結果であり，Fig.18及びFig.19は横方向
の側圧を漸増させた際の結果である．ここで，図中の横方
向の側圧の増分ΔσLは，全ひずみの増分0.0001に対して
の増加量で表している．また，Fig.20は最大応力値を与え
る残留ひずみから決定されるパラメータPを変化させた際
の結果，Fig.21は横方向のひずみを完全に拘束した際の計
算結果を表している．
(2)(2)(2)(2)(2)考察考察考察考察考察
　Fig.16に示すように，側圧を一定とした3軸圧縮試験の
結果，側圧を大きくするに従って，ピーク応力が上昇する
とともに，材料が硬化するという，一般に認められる結果
を得た．側圧が軸力の10%を越えると Fig.17に示したよう
に，次第に横ひずみが減少し圧縮に転ずるとともに，ピー
ク応力が上昇してついには軟化現象を示さなくなる．
　Fig.18に示すように，側圧を一定速度で漸増した場合に
も，定性的には一定側圧載荷の場合と同様の傾向を示す．
しかし，一定側圧載荷に対して，最終的にその一定側圧と
同じ側圧に到達する漸増型側圧載荷を比較すると，一定側
圧の場合には1/4程度の側圧でほぼ同様の側圧効果を示し
ていることが Fig.16との比較から分かる．
　漸増側圧が極端に大きくなると，Fig.19に示すように横
ひずみが圧縮に転ずるが，一定側圧載荷の場合のような，
軟化挙動が消失するような現象は現れなかった．
　Fig.20にはKiousisの硬化パラメータの中の，ピーク応
力時の塑性ひずみに相当するPを変化させた場合の，側圧
がない場合の応力ーひずみ関係を示す．他のパラメータに

εεεε１１１１

σσσσ２２２２

σσσσ３３３３

σσσσ２２２２

σσσσ３３３３

εεεε１１１１
Fig.15　側圧下でのひずみ制御載荷



よっても単軸応力状態の場合と同様，種々の応力ーひずみ
関係をシミュレートすることができるが，紙面の都合で割
愛する．
　Fig.21には，横ひずみをゼロに拘束した場合の応力，側
圧と軸方向ひずみの関係を示す．横ひずみの拘束により，
側圧が生じ，その大きさはピーク応力の10%以上に達して
いることが分かる．
　このように，Kiousisの硬化パラメータは軟化挙動を示す
材料の構成則に用いることで柔軟に非線形応力ーひずみ関
係をシミュレートすることができる．

6.6.6.6.6. まとめまとめまとめまとめまとめ

　　　　　本研究では，ひずみ軟化挙動を推定するために，ひずみ
空間において降伏関数を定義して得られる増分型の応力ー
ひずみ関係を用いて数値シミュレーションを行った．本研
究は以下のようにまとめられる．
・応力空間およびひずみ空間における塑性理論による応
力ーひずみ増分関係の定式化の違いについて検討した．
・ひずみ空間で定式化を行った場合には統一的な載荷基準
により載荷，中立，除荷を判定することが容易にできる．
・ひずみを状態量とした降伏関数および塑性ポテンシャル
関数を用いて流れ則に導入し，ひずみ空間での増分型応
力ーひずみ関係式を誘導した．
・誘導した増分型応力ーひずみ関係式に vo n  M i s e s，
Drucker-Pragerの降伏関数およびKiousisの硬化パラメー
タを単軸圧縮状態で適用して数値計算を行い，単軸ひずみ
軟化挙動を柔軟に表現できることを示した．
・得られた増分型応力ーひずみ関係式を多軸状態へと拡張
し，von Misesの降伏関数を適用して数値計算を行い，種々
の側圧載荷状態での応力ーひずみ関係を定性的にではある
が表現しうることを示した．
・なお，絶対量である応力とは異なり，材料，または製造
過程などの要因により，ひずみの基準を定義することが困

難な場合があることを考慮する必要がある．
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Formulation of Constitutive Law for Strain Softening Materials in Strain Space

Takeshi ICHIKAWA supervised by Masaru MINAGAWA

     In the present paper, a  formulation of  constitutive law is described  for strain softening materials. Compar-

ing the loading criterion defined in the stress space with that of  the strain space, it is rationalized that  the

constitutive law is to be formulated in the strain space. By  the use of  yield functions defined in the strain space,

elasto-plastic stress-strain relationships are formulated. The relationships are applied to the uni-axial stress

problem and some milti-axial stress problems. Thus,  the applicability of the constitutive law is shown.

         Key Words: strain softening, elasto-plastic, constitutive law, strain space


