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1' はじめに 楕造物の動的応答解析を行なう場合、空間に関しては構造物を離散化したモデルで置き変

え、この離散化モデルに対して樽られる運動方程式としての常微分方程式を何等かの時間積分手法を用いて

解くことが一般的である。したがって、例え時間積分を厳密に行ったとしても求められる応答計算の結果は 、

空間の雌散化における離散化誤差のために、躍散化する前の系が示すであろう応答とは異なったものとなる。

通常の構造物の動的応答解析の場合には、支配的な振動数成分はその系の幾つかの低次の固有振動数成分で

あり 、 それらの中で最も高次の固有振動数成分を必要な範囲内で十分精度良く表し得る程度に離散化を行え

ば良く、高次の固有振動数成分に関する誤差は実際的な応答計算には1可等の影響も及ぽさない。しかし、衝

撃的な挙動を追跡したり、波動伝播解析を行なう場合のように局部的な振動を扱う際には、かなり高次の振

動数成分までも無視し得ない寄与を有し 、離散化に当っては通常の動的解析の場合とは異なった配慮が必要

となる。必要な離散化の程度を決定するためには、各次の固有振動数の近似度が離散化の方法とどのような

関係があるかを把握することが必要である。従来、有限要素法におけるこの問題を数値実験的に検討した研

究は著者らのものなどがあるが、理論的に取り扱った研究は数学者によるものを除くと少なく 、Walzらによ

る成果が代表的であるものの、必ずしも十分満足できる結果を与えているとはいえない。 本給は、動的応

答解析に際して有限要素法により空間を離散化する場合に生ずる離散化誤差が、各固有振動数の近似精度に

より表されるものと考え、一次元の棒の縦振動問題を対象として 、 その近似精度と要素分割数との関係を表

す理給式を銹導した経過、ならびに得られた理給評価式の妥当性を検証した結果を報告するものである。

2. 固有円振勤数精度評価式銹導の考え方 提案する離骰化誤差評価手法の概要は以下の通りである。ま

ず、有限要素により離散化された系において、境界条件の影響を受けない内部の領岐の挙動を記述する還動

方程式群から 、雌散化漸化式を差分法の誤差評価手法に従って求め、これらを連立代数方程式として解き、

近似系の持つ固有円振動数を求める。ただしここでは等分割を前提としている。次に 、逐次時間積分法の時

間積分オペレ ータに対して適用される伝達関数の特性根による誤差評価法と類似の考え方を、空間積分オペ

レータとしてここで定義する離散化漸化式に適用し 、搭られる周波数特性によって離散化棋差を評価する。

の 、 とした の 次式で表される棒の非減衰自由縦振動

問題を考える。ここで、 C~ = E/ P、 E:縦弾性係数、 p: 単位体積貿量、 A:断面積、 U (x, t) : 

軸方向変位であり 、材料定数は一定とする。また 、 （＂）および(")は各々時間 t (~0) と座標 X (Q 

;:;; X;:;; L) についての 2陪微分を表す。

PAU""(x, t)=pAC~U"(x, t) (1) 

2次のラグランジュ補間関数を形状関数とし整合質景を用いたモデルを例に取り 、近似系の固有円振動数

を求める。長さ hの要素により空間領岐が等分割された規則的な有限要素の集合を考えると、非減哀自由振

動の運動方程式は式 (2) のようになる。ただし、 uj =U(j h, t)を表す。
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ここで第 n次の有限要素解を式 (3) のように複柔指数関数で仮定し式 (2) に代入すると、境界部分を

絵いて式 (4) および (5) に示す各々外節点 ujおよび内節点 uj + l (図 1参照）に関する運動方程式

に対応する 2種の離散化漸化式が得られる。ここに＊を付した諸量は近似解を表す。

魯(jh,l): C炉 ;l)C X p [ i </>;」 h]: C0(w~l) exp [ i(w~/~j h] (3) 

(IOE + p h2wff1) (uj-l + uj,2) -2 (りOE+p h1りi2)(uj-l + u;,1) + 4 (35E -2p tr2wt1) uj=O (4) 

-2 (40 E + p h知貴2) (u J + u J ,2) + 16 (IO E -p h知fl)u.itl = 0 (5) 

これらの式から内節点 uj-1および ui + lの項を消去すると 、外節点のみで構成された離散化漸化式 (6)

が得られる。これを wn•に関して解けば近似系の第 n次の固有円振動数が式 (7) のように求まる。これが

求める固有円振動数精度iflilli式である。ただし、 Wn = C。¢nは対応する理論解である。

: ([402E(:;E竺：2ぶ~ ~1~6E(~ 。~El~w~ぷE(:;Eh~•,::\~ り;:,~J-; +u~J•:) 0 (6) j《し~—戸
詈計― 4(2cos和 h+ 13)~c4l~~:: ~,t,3; h + 112c [o ::ii,t,,f,000hh+:iil::] (7)町ぷ勾姦．贔緊
ラグランジュ型の形状関数を仮定した要素では隣接する 3節点、エルミ ー ト型の形状関数を仮定した要素

では 2節点が、各々相対変位することにより表される振動モ ー ドが近似系の最高次の振動モ ー ドであり。こ

のため ¢n• h は次式のように与えられる。ここで An• : 第 n 次の波長 、 Tn•: 第 n次の固有周期である。

¢n• h = (wn• /C.•)h=(2 n- / Tn•)(Tn•/An•)h = 2 冗 h /An• (8) 

式 (8) より、ラグランジュ 2 次式要素では 、 ¢n• hが [0:i¢n*h:;.2冗］の範囲、一般的にはラグ

ランジュ n次式要素では [0~ ¢n• h~n it ]、エルミート n次式

要素では [0 ::. ¢n• h~(n - 1) 冗）、 にあることがわかる。 述

4. 数値実験結果 両漏固定の境界条件の場合に対して、要素分琵

割数を10、20および30と変化させたときに式 (2) の固有値解析よ 云

り求まる近似固有円振動数の理論解に対する比を図 2 に示す。横 C 
3 

゜

o.o 

軸の ~n hは各分割モデルが表し得る最大振動次数で無次元化した ＼ 

振動次数である。これらの結果は図中に実線で示した式 (7) の理 •3 
綸精度評価式と良く 一致しており 、精度評価式の妥当性が確認でき

和n(=呼 / Co) 相対次数
る。なお、式 (7) において平方根記号内の慎号の うち正が低次側

図2 ラグラ ンジュ 2次式

2" 

の式を与え 、負は高次側の式を与える。 整合質届モデルの固有振動数の精度

5' おわりに 離散化誤差に起因する見掛け上の高次振動を、恰も実際の現象であるかの ごとく取り扱っ

ている例もみうけられるが、ここで提案したよ うな固有振動数精度評価式により 、現象の卓越モ ー ドを十分

な精度で近似するために必要となる要柔分割数の目安が得られるものと考える。なお、 ここでは一例のみを

示したが、集中質量モデルを含めて精度評価式は全て無次元化振動次数 ¢nhの関数として与えられ、 ラグ

ランジュ n次の有限要素では n- 1個、 自由度の縮小を行わないエルミ ー トn次の有限要柔では (n- 1) 

/2個の不連続点を境にして、固有円振動数の精度が大きく変化することが理給的に確かめられている。ま

た、境界条件の影響についてははりの曲げ振動問題を対象 として検討しており 、全次数を半分に分けた場合

の高次便lで精度評価式は数値実験結果とずれてくるものの、要柔分割数を増すにしたがい境界条件の影響が

少なくなる結果を得ている。
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