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l . はじめに 有限要素法による動的非棟形解折に関しては既に多くの研究がなされており [1]、 幾何学

的非線形性のみならず材料非線形性までも考慮した研究も行われている [2]。 しかし、鍵となる関数にどの

ょうな関数を利用しているかが明示されていなかったり、不つり合い力の評lilli方法が不明確であったり、根

拠が明白でない計算上の技巧が用いられていたりで、少なくとも公表されている文献のみでは解折の理給か

ら実際の計算への流れが必ずしも容易には理解し得ない場合も多い。

本報告で は、 著者らが提案した静的な非線形解折手法 [3]に基づく幾何学的非線形動的応答解折の支配方

程式を導き 、 さらにその計算方法について述ぺる。基礎となる非線形解折手法は、従来変位に甚づいて定式

化 されていた有限要素法に、 連読体力学で 一般的に用いられている位置ペクトルに甚づく定式化を導入した

ものと考えることができる。実際には、着目する時点での要素座標系での節点変位と全体座榎系でのそれと

の間の座原変換関係を剛体変位を考慮 して 揖成 し、こ れを利用することにより位置 ベクトルの微分を不要と

しているため、その 意味で簡略な定式化が行われている。

2. 運動方程式 時刻 tにおける 一つの要素の運動方程式は全体座標系での質量行列を ti(t)、復元カペ

クトルを fl(t)、外カ ペク トルを F(t)、 変位ベクトルを IJ(t) とすると次式のように書くことができる。

ただし上つきの・は時間に関する微分を表す。

d (M (t) u (t) J / d t -'- R (t) = F (t) -. . . (1) 

式 (1)の第 1項は、時刻 tにおける要素座標系での質量行列を出 (t)、 全体座標系から要素座標系への座標

変換行列を r< t) とし て次のように 書きかえるこ とがで きる。ただし、＇は転覆行列を表す。

d{M(t)u(t))/dt = H(t)u(t) + M(t)u(t) = {f '(t) M•(t)f(t))~(t) + d(f'(t)M•(t)f(t)}/dt · u(t) (2) 

一方、式 (1)の第 2項は、簡単のために減衰項を無視すると 、文献 [3]の静的つ り合い式における内力項がそ

のまま対応し式 (3)のように表される。

ll(t) = f'(tll<•(t) ((f(t)G(u(t)tz(t)))-(T(O)Gz(O)}] (3) 

ただし、 I<• (t) は要素座標系でのその峠点の割線剛性行列、定数行列 G は要素座標系の原点をその要素内

の第 1節点に設定するためのシフ ト行列、z'(t)=<x'(0) -r'(t)〉は要素の初期座標 ベクトル X(0) および

時刻 tにおける剛体回転ペクトル rCt) からなるペクトルである。

式 (2)および (3)を式 (1)に代入することにより提案する運動方程式が得られる。

3' 増分形の渭動方程式 式 (1)~ (3)の非線形常微分方程式を直接解くことも考えられるが、実際にはい

づれにしても数値積分を行 なうので、 木報告では文献 [3]において確立されている増分形の解法を適用する

ことを考える。 そのため、ここでは増分形の運動方程式を導く。

時刻 t+ 6. tおよび時刻 tにおける運動方程式を差し引き変形すると次式を得る。

{f'(n'-l)M•(n t llf(n t l)) 6.~ + {f'(n)M•(n) • r↓ △ f '· M•(n)f(n) +△ T'·tl•Cn) 6. r<n))ii(n) 

↓ (f'(n+ I) f;.M• · f(n +l) J~ (n) 

C {T'(n+ 1) M• (nt 1) r (n+ I)・f'(n+ l)M• (n+ 1) 『 (n + ll t f'(n + DM•(n + l)T(n + l)} △i 

+ {T'(n+OM•Cn t l) • r+r'(n+l)△ M•·T(n) + 6. f '·M• · T(n) , f'(n +l)M•(n t l) • f+f'(n+l) 6.l1•·f(n) 

-△ r・ ·M•(n)f(n) +f '(nJ l)M•(n +l) • f+T'(n+l)△ tl•·T(n) +6.f'·M•(n)T(n))~(n) 

+ (f '(n'- l)h(ntlH(n ~l)} • u 

+ [T'(nti)l<*(n+I) {T(n+l)△ zt△ T(u(n) ~z(n))) J + f '(n+l)t;.l(. . u•(n) +△ f '· F•(n) 

= M (4) 
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式 (4)が時刻 tから tt A tまでの△ t時間増分間における 一つの要業の増分形運動方程式であ る。 最初 の

2行は通常の慣性項、次の 3行は要素が剛体回転することに伴う慣性項、残りの 2行は復元力項である。

ひずみが微少であれば要柔分割を十分細かくすることにより、個々の要素の要柔座標系での削性行列およ

び質量行列を線形に仮定することが可能である。 さらに 、式(2)の右辺第 2項が第 1項に比して無視でき る

程度に時間刻み幅を十分小さく取れば、 式 (4)は結局次式のようにな る。

(T'(n+l)M• · f(n tll} • ii" 

t (T'(n) M• ・ △ T+AT'·M•·T(nhliT' ·M• · T(n)}~·(n) 

t (T'(n+l)l(*•f(n +l)} Au 

t (f'(n+l)K*・(T(ntllliztAT(u(nli-z(n))}; 

t△ f'・h(n) 

; tl(n+ll△ u + g(n+ll 

t l<(ntll Au t h(n+ll 

(5) 
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ここに、 M(n+l)= (T ' (n+DM•·f(nt l)) 

K(n+l)=(T'(ntl)K*・T(n+l)} 

g(n +l)={T'(n)M• · △ Tt△ T'·11•·T(n) t△ T'· M* · T(n)l~(n) 

h(n+D=[T'(n+l)K•·(T(n +l) • z+△ T(u(n)↑ z(n))}]+△ f'・h(n)である 。

4'渭軌方程式の解法 「41 ここでは、式(5)を対象とした解法を述ペ

る。文献 [3]で提案されている 2段陛線形化近似とその後の反復條正計算からなる予測子 ー修正 子型の計算

方法に時間積分を組合せた解法を採用する。時間積分法としては最も簡単な時間積分法の 一つである Newma

rkの0法 <P=l/4) を用いる。すなわち 、一つの時間刻み問の速度および変位を次のように仮定する。

△ u = u (nt 1) -u (n) = u (n) t:,. t + t:,. ii△ t/2 

△ u = u(n+l) -u(n) = u(n)△ t + ii (n) A t 2 / 2 t t:,. ii P△ t2 (6) 

まず、式 (5)を変位増分△uおよび加速度増分△ -~ に関して線形化し 、式 (6)により変位増分を消 去して 加

速度増分のみを未知数とする式を求める。得られた要柔関係式を系全体に関して頂ね 合せて加速度増分の第

1近似解を求め 、 式 (6)を用いて変位増分の第 1近似解を計算する。 同様にして文献 ：釘の方法にしたがい

第 2近似解およびその後の反復條正解を求め 、設定した収束条件を滴ーたしたとき 、次の 増分段階に移行する 。

5'計算例 浅いトラスの頂．点に鉛直ステ ップ荷重が作用するとき の式 (5)に基づく動的応答解折の結果

を図に示す。縦釉はステップ荷重の大きさであり、横釉は頂点の最大応答鉛面変位である 。このような 簡単

な問題の場合、最大応答時に系は停止し外力のポテン シャルの減少量がひずみエネルギ の増分量に等しくな

り、理論解が容易に得られる。その結果と本解折結果とは良く 一致している。な お、実線は静的な荷頂～変

位関係である。

6. おわりに 本報告では、近年多くの研究者により採用されている座原表示による幾何学的非線形有限

要素解析の魁と考えられる文献 [3]の解折手法を、 動的応答解折に拡恨 した。計算例としては非常に単純な

平面トラスのみを取り上げたが、ここに示した支配方程式は骨組のみ ならず板殻構造に対しても有効である。
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