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構遠工学に髯ける散纏胃析法ツンポジウム

論文集第 I0巻（昭和6I年 7月）

有限要寮注における真llltfU!'l発の阿給的打面・「法について

Theorelical f.:sli胃alionof l)iscrclizalion Error in FEM 

111田陳紀 I)• 西脇威夫2)・皆 JII 筋3)• ()松尾lU11,11) 

L 彗 ?'!l_K Jh的応笞＂析しこ 9只して有限要素法により空間を聞散化する場合に生ずる、絹散化訊差に起

1月する応笞 ft1ll斤の誤差は、系の固打 1届勧穀に対する絹牧 Itモデルの近似梢度に依存する。有限要素鱈社化モ

デルの固有 1后fHtの精度肝顧に間 1.,ては、有限荘烹法が与える節点 11111系式一絹牧 It漸化式ーをデーラー

展開して近似微分方 rn 式に置き換え、原微分方 9呈式と比較することにより微分方程式の形で •1 rt lt精度を If-

籠するとともに、墳界条件を消たす変位 1月ttを近 llU気分 1il'i式に代入して、得られる近似招を賄密A-1と比較

して負l散化精度を理論的に n伍した、 IlaI zらの研究[I)が代衷的である。 1/alzらは、この手法を f}J的問題と

同時に fi)的問題にも適 Illしているが、綿形の形状間歓を有する有限要素のみを対象としており、 1員裏いの形式

の絹散化漸 It式がふ？られる高次の形状 IUtを有する 11FH距繁については 1及われていない．一方、苓刊ら [2)

は、 t,QJ縦揉軌およびはりの 1U1け,I屈fbtm liDなどを対象として、より高次の形状間穀を有する規つかの顎素に

ついて、匝素ごとに固有 1只釉耽の精度が、当該荘素分割の下て衷』） I., 得る沿高次歎で撫次元化した振fh次買i

の間資iとして一義的に表わされることなどを賓UrJ.実験的に示したが、理論的な精度肝籠式に関しては、各絹

, t It i11i It式に対して独立に IlaI zらの .f,i去を適 /Tlしても iE1., い桔果は得られないことを 1旨l賣したものの n籠式

そのものを誘導すろには到っていない。これに対し Strang• Fix [3) は、高次の形状間Jtを用いた RIla ll: モ

デルをさらに I_;¥界条 l'Iを慧視したトーブリッツ構造として近似し、得られる青IIt lt漸lt式を連立させ固 1ifl! 

iii ffにより固 f11'11屈 JhJt の近似 ~1 を求める方法を示し、はり要素エルミート 3 次式整合門覧モデルを用いた

は I)OJ 1U1り1后fhr.'1 覇を対象に貝休的な ~nl屈 fHHり 1.l lf hli式を求めている。

*'合では、文献 [3) と同様に '-lGt lt漸 It式を連立させ、しかし同有値lllJf.によることなく、固打保fHt精

, Uf・lifi式を誘導する方法を 1昆示し、文献 [2)で1及った問題のうち 9界の傾 l屈f.h問題およびはりの曲げ 1后JJJIll! 謂

を対校にして、規つかの頼素につき Jt舶nlf-を行い、理論肝面式の要当性を IUUーる ． 

． 如＿固JU'lJ尻鮎致t~.度 Q 誘莉 "(JJ縦l屈fhlfll閻を例に、同有 rll屈勁資t精度肝而式の誘導過程を述べ

る。問題を記述する非減衰強制 1屈釉方程式は次式て定義される。

fJ A (j (x , l) = p AC加"(x,l) +F (x ,l) (1) 

ここで、心=E/p,E:ヤング珪： , ,, : ll11ul-t-ln.f1. 塁， A:断而 ,n.. F (X • l) : m. 位長さ当たりの分布

積力， U (x ,t) : 籟方向変位、でありり料定穀は一定とする．また、ドット（・）とダッシュ（＇）はおのお

の時 lfflt < .:: O) と座標 x(O~x~L) についての微分を表 IJ す• j,¥; (I)の自由振勧の一般解は次式で与え

られる．

U (x. ,l) =:Eu (jh,t) = l: (An炉+Bnだ） eifnjh 
n, ー・ re-• 

(2) 

式(2) は次のように胄くことができる．

u (xi ,l) =j_cn<い） ei#nih または U (jh,l) =U ({j・l}h,l) e心 (3),(4) 

ただし¢→n = -r/>n とする．また、 Wn 転： I.A界条 nを消たす第 II次の固有 1'1限fh穀と 1屈軌穀方程式の恨，

An, 恥： ln間条 ti・より定まる定U, h: 空間崩標上の罪絹である．木絵では、異なる空間座標上の変位を開

1系づける 1l11穀"e X p (i ,/)0 h) "を空間 1ft 分オペレータと定義する。いま、式 (3) の第 n 次の ~1

lln(jh,t.) =Cn<wnl) e X p [ i似 ih] = en (1,_ln I.) e X p [ i (叫、 /C0) j h] (5) 

I)武蔵工業大学・工学部・ 11JJ穀9月 2)同・ ¥t I度 3)同・助手 ~)横洞技術情恨

東京祁世 IJI谷区玉 1;'!1-28-1 (〒 158)
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に対し、有限要素法によって空間領域が趙散化された近似系の第 II次の解を、形式的に次の複素指歎 1111歎で

仮定する．

u訳jh,l) =Cn(w~l) ex P [ i呪Jh] = Cn (呪 l) e x p [ i (, ぶIt:;) j h] (6) 

ここで、い~rt,':,: 近似系のもつ第 n次の固有円揉fJJ喜tと1屈勧 rt方程式の根である．また、（りは有限要素法

により空間領岐が鱈穀化された近似系であることを示す．

式(5)(6)より、近似空間9員分オペレータ eX p (i rf,~h) は e x p (i </•nh) を近似し、その近似度が高

暉 w':, に生ずる空間領域の耀散化誤差が少なく、届n的に応答値の梢度が良いと言える．さらに、近似空

問 1ft 分オベレータが固有円振動穀％を心に写 l隻するものと肝釈すると、近似系の w~ と歎密＂い n の対

応を考えることで空間領岐の趙散化誤差が If籠できる．

次に、ラグランジュ 2次式整合買舅モデルを例に取り、近似系の固有円振軌散の誘導手順を示す。非減衰

自由揖動の運動方程式は次式である．

dげ+Iぐr.f=O (7) 

ここで、 M:質量行列， 1K: 剛性行列， u:変位ベクトルを表わしている。長さ hの要素により、空間領域

が等分割された規則的な有限要素の集合を考えると式 (7) に対応する本モデルのほな形は次式となる．ただ

し、 Uj

pAh 

=u(jh,t) 

2 16 
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(8) 

第 n次の有限要素肝を式 (6) で仮定し、式 (8) に代人したのち、式 (8) において変位に与えられる墳界条

件を慧視する。これは、鮒析対象である区間[ 0, L) で定義された“両嬬同定の樟＂に対し墳界条件 u1=

IJN: 0を強制せずに、区間[ 0, L] を (-oo, oo) まで拡張することにti!当する．この時、行列M",Iぐは

至る所で“対角成分が同じ値をもつトープリッツ 1,迫" - こ こ で は 、 プ ロ ッ ク 3重対角行列である一-を

1寺ち、次の 2種の真I散化漸 ft式(9)(10) が連成したものとなる。

(IOE + p h2心） (Uj-2+ Uj,2) - 2 (40E + p t.2心） (u卜1+u1,1) + 4 (35E- 2ph2心） u1=o 

- 2 (40E + p h2w~:) (uj + u102) + 16 (IOE -p h2心） Ui•I = 0 

ここで、式 (9)(10) は各々外節点 uj と内節点 UHしこ間する行列の行から 1/J.られる式である．り比，は墳界条

件を慧視した系から得られる固有 fり揉動穀であり、区rr.r(-oo, oo) まで拡張したことにより式 (II)を消た

している．もし、 トープリッツ行列の規 JIIJ性が墳界条件によって変化しないならば、叫¥ =叫比，が成立する．

min (りに） :lii m i n (w~ ) :lii ma  x (呪 ） :liimax (wに） (11) 

式(9)(10) より内節点 ul!Iの項を消去すると、外節点のみで構成 j-2 H J J+1 J+2 :iを:: 7 : : 7i :~: ~~ 悶::~ら :: ~ で、こ；；i号;::::悶： :~ 呈 C―~」=:―寸一

0~-!;~00h :lii n、負符号は、 n:lii -!;';;00 h :lii 2 nの;11ぼに対応する。 Fig.I Lagrange 2nd. Model 

[ (40E + p h如は）2- 4 (IOE -p h2り~;) (IOE+ph知~;) ] (11i-2 + Ui•2) 

+ [ 2 (40E + p h如~~)2-IG(IOE-pl心~;) (35 E - 2 p h如~-2) ] ul 

(9) 

(10) 

= 0 (12) 

w• =~o 
n• h 

- 4 (2 c o s </JR。h+ 13)士 4j -11 c o s2</Jt。h+ 112cos,t,~.,h+ 124 

(C O S </)~。 h - 3) 
(13) 
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Fig. Iより、ヲグランジュ形状閲針を仮定した要素では三節点、エルミート形状問穀を仮定した妻素では

二節点が、それぞれ柑対変位することで疎密波の沿大同有採 fbモードを表 1月することが可能となる．このた

め、¢如， hは次式のように与えられる．

心 h= (心/c:) h = (2 n / T~) (T~/ 入~)h=2nh/ 入~(14)

ここで、点 ：第 n 次の波長， T~ : 第 n次の固有間間である．式(14)より、ラグランジュ 2次式要素では、

¢~。 H が[ 0 =-¢~。 h=- 2n]の柁囲＿一般的には、ラグランジュ n次式要素では[ 0~ ¢~.。 1t=-nn]

エルミート nl欠式嬰素では[ O::i! ¢ 品， 11=-(n-l)n]である一―ーにあることがわかる．

紺密招 w0=C. r/1,、を式 (13)の右辺に I¥:入すると左辺にひずみを持った近似M 叫~..が得られる．開案する

精度 H1ili 式では、 w,;,。を新たに w~ て記述することとし、（点をいn で規準化して第 n次の固有円揉動穀の

精度と定義する．

呪

W
 n
 

丸h

- 1 (2 C O S r/,n It+ 13)士 1pi 1 ,. t~s2,f, n h + 112 <: o i: r/, n It + 121 

(r.: 0 S丸 h- 3) (15) 

[ 0:. も,h:.2n]

3ユー穀姐寒験によーる貝論簾度げ籠式Q妥当姓少検証 ここでは、絹牧 ft精度 ifI面式を、提案した阻差 I平籠

手順に従って 9号な形で明示すると共に冑kfil'l実験結果と比較することにより iflili式の妥当性を検証するものと

する。精瞑窯では形状間歎の柑遅、曲げ要素では IA界条件のrn達に精 Hした肝析をそれぞれ行なっている．

(I) 両浪を固定された枠の縦 l屈Jb間迎の贅t値実験桔果

(i)訊析対象 Fig.2に示す一楳断面の樟を＂析対象とす

る。墳界条件は両瑞固定とする．

f

-

/

f

f

-

ク

V
.ノ

vV-

(i i)個々のモデルの提案精度肝栖式 空間領,,~(})i1 la化は、 1, L ·•I 
ラグランジュ枝の形状間穀を有する 1次j¥'2次式， 3次式 u(O,l)=O u(I,, t)=O 

モデルとエルミート族の形状間穀を有する 3次式モデルによ

り行うが、各モデルとも ill性力の絹散化の連いを比較するために粒合＂置 (C.M) と集中買量 (L.M) を考慮す

Fig.2 Straight Bar 

る。代表例としてラグランヅュ 2次式および 3次式モデルの一要烹間係式を Tab.I に示し、固有円限動穀精

度肝籠式を Tab.2しこ示す。

(i i i)穀恒実験結果から得られる同有 Iり1辰IllJH1差 上記開散 Itモデルに対する穀値実験結果を、 Tab.2

に与えた精 I妻Iffili式と共に Fig.3に示す．

図中、実線は固有円採 IHU青度 Iffi)j式を表わし、記号は＂析対象を 10,20,30分割して得られた穀値実験詰

果を表わしている。

(2) はりの曲げ 1屈勤問題の歎値実験桔果

< i) M析対象 Fig.4 しこ示す一楳断面の凄を Mllr対象とす Y 

る• l員界条件は図中に示す 4種顛 (a)-(d) を考える。

(")個々のモデルの提案精度肝籠式 空間傾岐の'"'(tは、 』
_"[_ルミート朕の形状間穀を有する 31欠式モデルにより行ない、

整合質塁と集中買麗を考慮する．モデルの一要素 11111系式を

i→ X 

ト L ,1 

Tab.3に示し、同有円振勧穀精度奸籠式を Tab.りに示す．ェ・ (a) u(O,t)=u'(O,t)=u(L,¥)=u'(L,O=O (fix-fix) 

(b) u(O,¥)=u(O,t)=u(L,l)=u(L,¥)=0 (fix-pin) 

ルミートモデルに集中質量を用いる場合、一般に回転慣性を (c) u(O,t)=u(O,¥)=u(L,t)=u(L,¥)=0 (fix-free) 

零とするため質量行列は特異であり、通常の固有値肝析のア
(d) u(O, t)=u'tO, ¥)=u(L, t)=u(L, ¥)=O (pl n-pi n) 

ルゴリズムは使用できない．このため穀値計算では、静的縮

小法を用いて買量行列を正定値として訊を求めた．

(i i i)穀値実験結果から得られる固有円揉動穀誤差 穀値実験の枯果の中から、墳界条件 (a) および (d)

Fig.4 Straight bea● 

に対する結果を、 Tab.4 に与えた精度肝籠式と共に Fig.5に示す．
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Tab.l lElement Relation of Bar Element 
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FEM MODEL EVALUATED ACCURACY (Consistent/Lu● ped) 

Lagrange 2nd. ~Wn --Tnn I /  ・4!2Ci +13l+4 FIi!:;' ♦ I !2!:i干12J
c, =3 [ 0くかh<"] (16) 

令ヰj・印 C1+IaHi・lm+ll2(:i +m  
C -3 ［＂くも h< 2n] (17) 

・- ---・・-.. --——~--... ← . ・-・・. ・-―.. ・- ―. -・・-----・--

遥wn--戸IJ C '+II・J c, ＇ +70C1 +73 [ 0くtf>nh<"] (18) 

岳＝ヰjc,+11+/c: +10c1 +13 [ JIくもh< 211] (19) 

Lagrange 3rd. 岳＝出秤＂恕！界I·5964 〗」・ C3―咄罪 [ 0 < ,,,,、h<" J (20) 

岳＝ヰ I-『四図炉呵 •C4· 疇 [ IIくもh< 211] (21) 

玉：：：占 //t80(91C~t3108C, -5964~ ·C —咄淵
Wn I C1 ♦t ア 5 [ 2nくもh< 3n] (22) 

岳=~I- 『O(l69C.'·20516C, ♦680561 C . 呼
---- ー.....

3375• b [ 0 < -l>n h < n ] (23) 

今ヰ J-~60(169C1'·205I 6C1 +68056~c1 叫
Wn f ~~75 ・・ [ n < <l>n hく2n] (24) 

妥＝ヰ J/[liO(I§9!:i'源I§~ 咽056~ •Cs· 叫翌 [ 2nくむh< 3 n ] (25) 

C1 = cosも h C2= cos2,t,0h 

C3= cos ((11 -t:1)/3) C、=cos ((n +£1)/3) C5= cos (C1/3) 

c, = cos ((n -£2)/3) c, = cos ((lt十・cz)IJ) C8• cos (eメ3)

= cos-I {!Q(2QQ~~{ ♦ i罰吋匹oc, ・462168)} cz = cos―I { /1439紺・800124Ct+3~885l68Cb・ 179451叫
"• -40 I 1 +31 c, -596U巧 H-IG9CI 20 IGC, -GB SGJ' 

Tab.3 !Element Relation of Beam Element 

FEM MODEL I ELEMENT RE LAT I ON (Consistent/Lu● ped) 
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I / IO {~~}弔 u~J巨：：巨；m~u=m 
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Tab.4 Evaluated Accuracy of Discretized Model for Beam Structure 

FEM MODEL EV ALU ATE D ACCURACY (Consislenl/Lu■ped) 

Ker■ i te 3rd. 叫贔1(-mo~が18§i臨直如・睾皿l碑・m12碑 lt1862月恥応・b
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-3725568000(2+ 139725734400(1 +1133§7340800 
t917 

[ 0 <も,h <n] (26) 

岳凪~,(-2520Cが lff6480~1 +3四 O}+ l305Q732 I 600~1• ー！血燭！血寧心C1 
7(2・504 

·~725翡屈殴叫翡725131穀叱 ♦i I環？国畷
♦ 917 

[n<tf>nh•2n] (27) 

虻峠r/6(C(4C-,+3) - --
---・-_ _.. ―.-. 一-........ —·--一- -・ ー..-・・・ 

1'12 (0くもh< n] (28) 

C1 = cos "諌 C2= cos2rf, nh 
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(3) 理論精度 1平籠式の妥当性

綱遣工学ICtlける数●欝析法ツンポジウム

論文集鯖 10巻（昭和61年 7月）

(i)全ての 1平籠式は、，，，n hをバラメータとする 1111穀で示されるが、高次の形状間歎を用いた要素では、同

有Pl阻動歎分布のいくつかの慎岐を異なった間『U杉て近似している．これに伴い、ラグランジュ II次の有隈

嬰稟では 11- l個、 自 由 度 の 縮 ,jヽ を行なわないエルミート II次の有限要素では (n-1)/2鱈の不連続点

を墳に し て 固 有 円 揉 動 穀 の 精 度 が 非 常に異る．これらの i予籠式の特性と＂算結果は非常に良く一致している

(ii)整合買晨モデルは、散密腎の上界を常に与えるため間間が短くなる．この傾向は、高次の形状間穀を仮

定したモデルの高次モード成分ほど帷 くなる．一方、自由度の棺,Jヽ を行なわないラグランジュ集中買量モデ

ルでは、高次の形状閲穀になるに従い、得られる同打円揉勧穀は散密肝の回りに分布し姶める．これらの特

性と計算結栗は良く一致 l.,ている．なお、これより、攘中買塁：モデルは H算妙牢の点で非常に優れている が

嬰素の近似度が整合買量モデルに劣るため、あまり＂析には適さないとする従来の運論は、少なくともラグ

ランジュ集中買量モデルに対しては再考の余地がある．

(i I i) トープリッツ解析による理給的な展間では、墳界条 l'I:が考慮されないので、曲げ要素の 4つの墳界条

件に対して捐ーの I予籠式しか得られない．実用に与えられる I.ti界条nは、トープリッツ行列の規則性を破る

ものであるため、各豹値実験結果と IHli式 に ず れ が 生 ず る の は 、 当 9ど と 百 え る ． し か し 、 妻 素 分 割 穀 が 増す

にしたがって l責界条件の影響は少なくなり、 9い貞実験貼果は梢度 If価式に漸近する．

g_,_—杜江 ＊綸では、一次元構造物の時間 lll:U問 題 の 空 間 有 限 要 素 分 割 に よ る 耀 散 化 誤 差 を 、 固 有円

阻軌穀について理鯰的に検討し、 ftI肖nn:結果との比較を通じて、提案する國有円探動穀精度評価式の妥当

性を羅認した．固有円採動歎精度 1予籠式の特尺・週川性は以下のようにまとめられる．

(i) ここで 1柔用したトープリッツ肝析 は 、 差 分 法 の 苗 笙 肝 析 を 基 闘 と し た 手 法 で あ る た め 、 有 限 妻 素 は 籟fiiJ

学的に規 1111的な形状と接続間係を持つ必嬰がある．

(i i >*給で提案された績紐化笛差肝籠手法では、足初に、有限妻素によって近似された系をさらに填界条件

を撫視したトープリッツ構造として近似し、得られる代豹方 9呈式を肝くことによって近似系の持つ解を定義

する ．この後、麻密肝の間波穀特性と近似肝の間岐莉特性の間のひずみから精度9平饉式を導出する．

(iii)多自由度系では、応笞に寄与すろ高次モード成分の割合は微 ,Jヽ である場合が多いため、高次モードの

近似度が間題とされることは少ない. l, かし、外力成分が極 j~ に複雑な場合や、阻＂が周所的な変形によっ

て生ずる場合には、応答に寄与する高次モード成分の割合が高くなるため、精度の良い近似肝を得るために

は、高次モード成分も撫視することができなし'.* If栖 法 に よ っ て 得 ら れ た 結 果 は 、 限 定 さ れ た 構 遺 系 に対

してではあるが、現象の支配的なモードを十分な精農で近似するために必要となる罠素分割歎を与える目 安

となると思われる．

なお、本論では一切触れていないが、本手法は定常問題に対しても、また、二次元問題に対しても週用 可

能である．

昂後に、 It算は全て武蔵工業大学情帽処還センター l'ACOIIM・360によったこと、および＊研究に対して 昭

fD60年度文郎省科学研究費・鯰合研究 (A)の紛付を受けたことを付記する．
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THEORETICALLY ESTIMATION OF DISCRETIZATION ERROR IN FEM 

Nobutoshi MASUDA 1, Takeo NISHI¥1/AKI 2, 
Masaru MINAGA¥1/A 3, Kazunori MATSUO 4 

SUt-JllvlARY 

Though the efficiencies of finite element method are generally 
recognized, approximate solutions can not be used properly~Ji thout 
investigating the accuracy and characters of the finite element 
solutions. ・ 

This study proposes a method to evaluate accuracies of discretized 
models, and investigates the appropriateness of the proposed method by 
comparing the accuracy estimation equations derived from the method 
with the accuracies directly obtained through the results of numerical 
analyses. 

Object problems here are one dimensional dynamic problems in space, 
namely, longitudinal vibration problem of a straight bar with fixed 
ends and bending vibration problem of a straight beam. 

The proposed method have the following principal features. 
Ci) The method is composed of two steps. First, finite element 
approximated system, being ignored boundary conditions, is model ized as 
Toepl i tz structure. And solutions of the approximated Toepli t乙
structure are obtained. Then, the accuracy estimation equation for the 
discretized model is derived as the distortion of the frequency 
response characters of the model from the characteristics of the 
correct solution. 
(ii) The accuracy estimation equations are functions of normalized 
order of vibration. The normalization is done in regard of the maximum 
order for each finite element approximated structure. 
(iii)As far as the longitudinal vibration of a straight bar problem 
is concerned, the accuracy estimation equations for both Lagrange type 
models and Hermite type model perfectly coincide with the numerically 
obtained accuracies. 
(ivHn the case of the bending vibration of beam problem, the 
estimation equation for Hermite type model coincides well with the 
numerically obtained accuracies, for several different boundary 
conditions, especially when number of elements are increased. 
(v) The results obtained by the proposed method indicates some 
directions concerning to the number of elements which is sufficient to 
approximate superior modes of the problem under consideration. 
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