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1 Statement

ϕm(X,Y ): modular polynomial

ϕm(j(E), j(E′)) =
∏

[E′
1→E′]:isog. of deg=m

(j(E) − j(E′
1))

=
∏

A∈SL2(Z)\M2(Z):det(A)=m

(j(τ) − j(Aτ ′))

∈ Z[j, j′]

Tm := V (ϕm) ⊆ S := A1
Z × A1

Z

ここで, A1
Z × A1

Z は j-invariantにより, elliptic curveのペアを分類する stackの coarse moduli
schemeと思う.
このような divisor 3つの算術的交点数

(Tm1 , Tm2 , Tm3) := log(]Z[j, j′]/(ϕm1 , ϕm2 , ϕm3))

を考える.

定理 1.1 (主定理 (Gross-Keating)) (i) divisor Tm1 , Tm2 , Tm3が intersect properly ⇐⇒ m1,m2,m3

を同時に representする positive definite binary二次形式 /Zが存在しない.

(ii) このとき, intersection Tm1 ∩Tm2 ∩Tm3 は Sの閉点からなる次のような有限集合の上にある.

{[E, E′]|p < 4m1m2m3なる素数に対する, F̄p 上の supersingular elliptic curveのペア }

(iii)
(Tm1 , Tm2 , Tm3) =

∑

p<4m1m2m3

n(p)log(p).

1



但し

n(p) =
1
2

∑

Q

αp(Q) · (
∏

l|∆(Q),l 6=p

βl(Q)).

ここで

•
∑

Q は, Z上の positive definite ternary二次形式 Qで, 対角成分が (m1, m2,m3)であ
り, かつ任意の l 6= pに対して Q ⊗Z Ql が isotropicであるもの全体をわたる和

• αp(Q)は Q ⊗ Zp の同型類で決まるある invariant (「universal deformation ringにお
ける divisorの交点数」)

• βl(Q)は Q ⊗ Zl の (M2(Zl), det)に対する local densityを normalizeしたもの

• ∆(Q)は Qの determinantを normalizeしたもの

用語は以下で説明する.

2 quadratic spaceの用語集

Rは (unitaryな)可換整域で, 2が zero-divisorでないものとする.

定義 2.1 R上の quadratic space (M, Q)とは, 自由R-加群 (of rank n) M とmap Q : M → Rの

組で, 次の条件を満たすもの.

• Q(rx) = r2Q(x) (x ∈ M , r ∈ R)

• (x, y) := Q(x + y)−Q(x)−Q(y)がM ×M → R: symmetric bilinear mapを定める (とく
に (x, x) = 2Q(x))

注 2.2 • m = 1, 2, 3, 4のときそれぞれ, unary, binary, ternary, quaternary quadratic spaceと
いう.

• M の basis x1, . . . , xn を fixすると,

Q(t1x1 + . . . + tnxn) =
n∑

i=1

1
2
(xi, xi)t2i +

∑

i>j

(xi, xj)titj

と書ける. とくに (xi, xi) ∈ 2R, (xi, xj) ∈ R.

• BQ = 1
2 ((xi, xj))i,j とおくと,

BQ ∈ Sym∨
n(R) := {(bi,j) ∈ Mn(R)|対称行列で, bi,i ∈ R, bi,j ∈ 1

2
R}

• Rが標数 6= 2の体なら, (M,Q)には orthogonal basisが存在.

• p 6= 2のとき, Zp上の quadratic spaceにも orthogonal basisが存在することが示せる. p = 2
のときはこれは成立しない (Q2 上なら存在する).

定義 2.3 • (M, Q)が non-gedenerate (regularともいう)とは, det(BQ) 6= 0であること. これ
はM → HomR(M, R)の injectivityと同値.
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• (M,Q)が isotropicとは, Q(x) = 0となる x 6= 0が存在すること. このような xが存在しな

いとき, (M, Q)を anisotropicという.

• (M1, Q1) → (M2, Q2): isometryとは, f : M1 → M2 : R-linear injectionで Q2 ◦ f = Q1

を満たすもの. surjectiveな isometryがあるとき, これらを同型とか isometricとかと言い,
(M1, Q1) ' (M2, Q2)で表す.

• det(Q) := det(BQ) mod (R×)2 ∈ R/(R×)2 (つまり, basisの取り方の分だけ不定性 (R×)2

がある).

• ∆(Q) := 1
2det((xi, xj)) mod (R×)2 ∈ R/(R×)2. つまり, (M,Q) が rank n だとすると,

∆(Q) = 2n−1det(Q).

• (M,QM ), (N, QN ) : quadratic space, に対し

RN (M) := ]Isometry((M, QM ), (N, QN ))

とおき, N におけるM の representation numberという.

3 local density

(M,QM ), (N,QN ) : Zp 上の regular quadratic space, rank=m, n

それぞれ basisを取って, 行列 BQM , BQN を考える. r ≥ 0に対し

Apr (M, N) : = ]{X ∈ Mn,m(Zp/prZp) | tXBQN
X − BQM

∈ prSym∨
m(Zp)}

= ]{σ : M/prM → N/prN | QN (σ(x)) ≡ QM (x) mod pr}

とおくと, (pr)
m(m+1)

2 −mnApr (M, N)は rが十分大で一定値になることが示せる. そこで

αp(M, N) := lim
r→∞

2−δm,n(pr)
m(m+1)

2 −mnApr (M, N)

とおいて, これをM の N に対する local densityと呼ぶ. (主定理に出てきた αp(Q)とは別物)

注 3.1 • この定義は桂田先生の論文のものにあわせてあり, 北岡先生の教科書 (Arithmetic of
quadratic forms) での定義とは normalizationが異なる. そっちの本では「∈ prSym∨

m(Zp)」
(半整数行列)の代わりに「∈ pr(2 · Sym∨

m(Zp))」(偶行列)を考えるので, p = 2のときに少し
ずれる. つまり,

αp(M,N) = α北岡p (M, N) if p 6= 2

α2(M,N) = 2
m(m+1)

2 α北岡2 (M, N)

• αp(M,N) 6= 0なら, M ↪→ N : isometry, が存在することを示すことができる.

定義 3.2 Qを主定理で述べたような Z上の quadratic spaceとするとき

βl(Q) :=
1

(1 − 1
l2 )2

· αl(Q ⊗ Zl, (M2(Zl), det))
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4 二次形式のGross-Keating invariant

Zp 上の階数 nの regular quadratic space (M, Q)を考える.
各 basisψ = {ψ1, . . . , ψn}に対し, ψに関する Qの行列表示 BQ = (bij(ψ))ij を考える. さらに,

S(ψ) := {(y1, . . . , yn) ∈ Zn |
y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn
yi+yj

2 ≤ ordp(bij(ψ))
}

S := ∪ψS(ψ)

とおく. S には辞書式順序を入れる. つまり,

(y1, . . . , yn) ≤ (z1, . . . , zn) ⇔ kを「l < kならば yl = zl」なる最大の数とするとき, yk ≤ zk

と定める. これによって Sは全順序集合となり, (M, Q)の regularityから S には最大元が存在する

ことが簡単に分かる. この最大元 (a1, . . . , an)を, (M,Q)のGross-Keating invariantと呼ぶ.

注 4.1 • p 6= 2なら (M,Q)は diagonalizableである. つまり, M の basis ψ1, . . . , ψn で,

Q(x1ψ1 + · · · + xnψn) = α1x
2
1 + · · · + αnx2

n, ordp(α1) ≤ . . . ≤ ordp(αn)

を満たすものが存在. このとき, (M, Q)の Gross-Keating invariant (a1, . . . , an)は

ai = ordp(αi)

であることが示せる. p = 2のときは, Z2上 diagonalizableでない quadratic spaceが存在す
るので, もう少し微妙になっている.

• 実際は, a1 = minm∈M ordp(Q(m))であることが示せるので, ai ≥ 0.

• n = 3のとき, a1 ≡ a2 ≡ a3(2)ならば, (M, Q)は isotropicであることが示せる.

5 主定理の証明の概略

主定理の (i), (ii)は難しくない. modular polynomialが closed fiber上でもC上と同様のmoduli
解釈を持つことから従う. 以下主定理 (iii) について考える.
主定理の (ii)から, 三つの divisor Tm1 , Tm2 , Tm3 が properに交わっているとき, 問題の交点数は

(Tm1 , Tm2 , Tm3) =
∑

p<4m1m2m3

∑

[E,E′]:ss./F̄p

(Tm1 , Tm2 , Tm3)[E,E′]

と局所交点数の和に分解する.
jE = j(E), jE′ = j(E′) ∈ F̄p とおき, j̃E , j̃E′ をそれらのW = W (F̄p)への liftとする. 極大イ
デアル

(p, j − j̃E , j′ − j̃E′) ⊆ W [[j, j′]]

でのW [[j, j′]]の完備化を R0 := W [[j − j̃E , j′ − j̃E′ ]]と書く (S ×Z Spec(W )の, 点 (jE , jE′)にお
ける完備局所環).
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一方, pair (E, E′)の universal deformation ringを Rとおき, universal elliptic curveを (E, E′)
とする. 定義からこれは, 関手

((A, m)：W 上の Artin局所環, 剰余体 F̄p) → (Set)

A 7→ {[(E , i), (E ′, i′)]}

を pro-representする元. ただし, 右辺は次のような集合.

• E は A上の elliptic curve.

• i : E ×A F̄p
∼= E は k上の elliptic curveの同型 (E ′, i′ も同様).

• [(E , i), (E ′, i′)]はそれらの同型類の組.

elliptic curveは k上 smooth projectiveだから, deformationは unobstructedで, Eの universal
deformation ringはW 上 dimF̄p

H1(E, (Ω1
E/F̄p

)∨) = 1 変数の巾級数環と同型. したがって, W -同
型 R ∼= W [[t, t′]]が存在.
一方, E の universal deformation ringには次のように σ ∈ Aut(E)が作用している.

σ.[E , i] = [E , σ ◦ i]

ここで, j(E)は constantではないので, Aut(E) = {±1}. このことから上の作用は, Rへの群

(Aut(E)/{±1}) × (Aut(E′)/{±1})

の free actionを引き起こす.
さらに, S が coarse moduliであることから, (E, E′)/Rは S の R-値点を与える. 従って, W 上の

局所環の射

R0 → R

を引き起こす. このとき,

命題 5.1 ([Katz-Mazur], 8.2.3) この射は同型

R0
∼= R(Aut(E)/{±1})×(Aut(E′)/{±1})

を与える.

¤

従って R0 → Rは finiteであり, どちらも regular localだから flat. そこで,

uE :=
1
2
]Aut(E), uE′ :=

1
2
]Aut(E′)

とおくと, Rは R0 上の階数 uEuE′ の自由加群である.
この射で Rに移行すると, 局所交点数は

(Tm1 , Tm2 , Tm3)[E,E′] = log lgW (R0/(ϕm1 , ϕm2 , ϕm3))

= log(
1

uEuE′
lgW (R/(ϕm1 , ϕm2 , ϕm3)).

ここで, 次の定理が成立する.
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定理 5.2 (定理A, ARGOS seminarの本のCh.4, Lemma 4.1) Rにおいてϕmは次のように

分解する.
ϕm =

∏

f

ϕm,f

ただし, 積は
{f : E → E′ | degree=mの isogeny}/±1

を走り, ϕm,f は次の性質を満たすある Rの元.

「Rのイデアル (ϕm,f )は, f がR/I 上の isogeny E⊗R/I → E′ ⊗R/I に liftするようなイデアル
I の中で最小のもの.」 (こういう最小の I を f の lifting locusという)

¤

これを使うと, 局所交点数は次のように分解することが分かる.

(Tm1 , Tm2 , Tm3)[E,E′] = log
∑

(f1,f2,f3)

1
uEuE′

lgW (R/I),

但し (f1, f2, f3)は集合

3∏

i=1

({f : E → E′：degree mi の isogeny}/{±1})

を走り, I は fi : E → E′ (i = 1, 2, 3) が全て E ⊗R R/J → E′ ⊗R R/J に liftするようなイデアル
J のうちの最小のもの.
そこで,

αp(f1, f2, f3) := lgW (R/I)

とおく. また, Z上の quadratic space Qを,

Q(x1, x2, x3) := deg(x1f1 + x2f2 + x3f3)

で定める. これは quadratic space (Hom(E, E′), deg) の sub-quadratic space で, 主定理 (i) か
ら, (三つの divisorが properに交わっているという仮定により) Qは positive definiteな ternary
quadratic spaceになることがわかる.
このとき,

定理 5.3 (定理B, ARGOS seminarの本のCh.13, Theorem 1.1) (i) αp(f1, f2, f3)はQp :=
Q ⊗ Zp の同型類にしかよらない. そこで, これを αp(Q)と書く.

(ii) Qp の Gross-Keating invariantを (a1, a2, a3)とすると, αp(Q)は次の式で与えられる.

• a1 ≡ a2(2)のとき,

αp(Q) =
a1−1∑

i=0

(i + 1)(a1 + a2 + a3 − 3i)pi +

a1+a2−2
2∑

i=a1

(a1 + 1)(2a1 + a2 + a3 − 4i)pi

+
a1 + 1

2
(a3 − a2 + 1)p

a1+a2
2
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• a1 6≡ a2(2)のとき,

αp(Q) =
a1−1∑

i=0

(i + 1)(a1 + a2 + a3 − 3i)pi +

a1+a2−1
2∑

i=a1

(a1 + 1)(2a1 + a2 + a3 − 4i)pi

¤

そこで, さっきの和をQの言葉で書き表すことを考える.
∑

(f1,f2,f3)
の中に同じQが出てくる回

数は,

]{Q → (Hom(E, E′),deg)：isometry}/{±1} × {±1} × {±1}

=
1
8
RHom(E,E′)(Q).

但し RHom(E,E′)(Q)は Qの Hom(E,E′)における representation number.
ここで, E, E′ は F̄p 上の supersingular elliptic curveだったので,

Hom(E, E′) ⊗ Qp
∼= Dp := (Qp 上の division quaternion algebra)

Hom(E, E′) ⊗ Ql
∼= M2(Ql) (l 6= p)

が成立. したがって, Q⊗Qpが anisotropicかつQ⊗Qlが isotropicでないと, RHom(E,E′)(Q) = 0
となる. さらに, Qの定義から Qの対角成分 diag(Q)は (m1,m2, m3)と一致していなければなら
ない. つまり

(Tm1 , Tm2 , Tm3) =
∑

p<4m1m2m3

log(p) · 1
8

∑

[E,E′]/F̄p
:ss.

∑

Q

αp(Q)
RHom(E,E′)(Q)

uEuE′
.

但し
∑

Q は,

Z上の positive definiteな ternary quadratic space Qで,
Q ⊗ Qp が anisotropic, l 6= pに対しては Q ⊗ Ql が isotropicかつ,

diag(Q) = (m1,m2,m3) なるもの

をわたる和.
従って, 次の定理から主定理の (iii)が従う.

定理 5.4 (定理C, ARGOS seminarの本のCh.5, Corollary 4.4) 上のような Qに対し,

∑

[E,E′]/F̄p
:ss.

RHom(E,E′)(Q)
uEuE′

= 4
∏

l|∆(Q),l 6=p

βl(Q).

¤

注 5.5 定理 A, B, Cの証明の大筋について延べる.

• 定理Aは難しくない. 1-次元 formal groupの deformation theoryの帰結 (Eの原点における
formal completion Ê が height 2の formal groupだから, dimF̄p

(H2(Ê, F̄p)) = 1となる. こ
のことから lifting locusが divisorであることが従う).
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• 定理 C は geometric な部分であり, classical. D を {p,∞} で分岐する Q 上の quaternion
algebra, OD を適当なmaximal orderとすると, 全単射

(F̄p 上の supersingular elliptic curveの同型類) ∼= D× \ (D ⊗ Af )×/(OD ⊗ Ẑ)×

∼= (OD の右イデアル類群)

が存在する. また, OD の, Dの Z-latticeとしての SO(D)(Af )-orbit (i.e. OD の genus)を
考えると, その SO(D)(Q)-同値類 (i.e. OD の proper class)は全て F̄p 上の supersingular
elliptic curve E, E′に対する Hom(E,E′)で代表される (これはDの Z-latticeと見なせる).
さらにこのとき, uEuE′ と ]SO(Hom(E,E′))はほぼ等しい. これらのことから, 次の等式を
証明できる.

∑

[E,E′]/F̄p
:ss.

RHom(E,E′)(Q)
uEuE′

= 4
∑

[L]

RL(Q)
]SO(L)

,

但し [L]は上のような各 SO(D)(Q)-同値類を動く. 右辺の和は, quadratic spaceの latticeの
representation numberに関するMinkowski-Siegelの公式から, local densityの積で書ける.

• 定理 Bが arithmeticな部分であり, 一番難しい. 結局R上のこのような局所交点数を求める

ことは, 次のような問題に帰着される.

– Frac(W )の有限次拡大M ′ の整数環 A′ 上に, G = Ê の formal groupとしての lift F ′

で, EndA′(F ′)がQpの二次拡大 Lの order Osであるようなもの, が与えられたとする.
π′ を A′ の素元, A′

n := A′/(π′)n+1 とおく. このとき, f ∈ EndF̄p
(G) = ODp が isogeny

F ′ ⊗ A′
n → F ′ ⊗ A′

n に liftするような最大の nを求めること.

Πを ODp の素元とし, 次のような filtrationを考える.

EndA′(F ′) = Os ⊆ · · · ⊆ Os + ΠlODp ⊆ Os + Πl−1ODp ⊆ · · · ⊆ ODp = EndF̄p
(G)

Keatingの lifting theorem (Compositio Math. 67 (1988) 211-239, ARGOS seminarの本の
Ch. 11, Theorem 2.1) によると, f ∈ EndF̄p

(G)がこの filtrationのどの段階に入っているか
で, f がどのA′

nまで liftできるかが決まる. 属している filtrationの位置は, 考えているQの

Gross-Keating invariantで表すことができるため, 定理 Bが従う.

6 Siegel Eisenstein級数のフーリエ係数との関係

weight 2の Siegel Eisenstein級数

E(τ, s) := det(y)
s
2

∑

(c,d)

det(cτ + d)−2|det(cτ + d)|−s

を考える. 但し,

τ ∈ h3 := {τ = x + iy ∈ Sym3(C) | x, y ∈ M3(R), yは positive definite}

を Siegel上半空間の元, (c, d)は

{

(
∗ ∗
0 ∗

)
} \ Sp6(Z) = {g ∈ GL6(Z) | g

(
0 13

−13 0

)
tg =

(
0 13

−13 0

)
}
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の代表元

(
13 0
c d

)
を動くものとする. E(τ, s)は Fourier展開

E(τ, s) =
∑

T∈Sym∨
3 (Z)

c(T, y, s)qT ,

但し τ = x + iy ∈ h3, qT := exp(2πiTr(Tτ), を持つ.

定理 6.1 (Kudla, ARGOS seminarの本のCh.16, Theorem 2.2, Corollary 2.3) ある定数

κ ∈ Rが存在して, 主定理 (i)の条件を満たすm1,m2,m3 に対し,

(Tm1 , Tm2 , Tm3) = κ
∑

T

c′(T )

が成立. ここで,
∑

T は T ∈ Sym∨
3 (Z)で, positive definiteかつ対角成分=(m1,m2,m3)であるも

の全体を動き,

c′(T ) = (
∂

∂s
c(T, y, s))|s=0

で, これは yによらない.

証明の背景. H を Zl 上の hyperbolic planeとする. つまり, Zl 上の binary quadratic spaceで,
Q(x, y) = xyで定まるもの. このとき, H2 ∼= (M2(Zl), det)となる.

Zl 上の ternary quadratic space Ql に対し, 多項式 fQl
(T ) ∈ Q[T ]で,

fQl
(l−r) = αl(Ql,H

2+r)

を満たすものの存在が知られている. さらに,

F̃Ql
(T ) :=

fQl
(T )

(1 − l−2T )(1 − l−2X2)

とおく. 定義から,
βl(Q) = F̃Ql

(1)

である. ここで, F̃Ql
(T )はQの不変量を使って具体的に計算することが出来る (Katsurada, Amer.

J. Math. 121 (1999) 415-452).
この結果を使って, Zp 上の regular ternary quadratic space (M, Qp)に対し

−(
d

dT
F̃Qp(T ))|T=1

を計算すると, これが定理 Bで求めた αp(Qp)と一致する (!!) ことが確かめられる. つまり

αp(Qp) = −(
d

dT
F̃Qp(T ))|T=1.

従って問題の交点数は, 各素数 lに対する F̃Ql
(T )たちの T = 1での値と微分の値で書くことが出

来る. このような F̃Ql
(T )が Siegel Eisenstein 級数のフーリエ係数と結び付くことは前から知られ

ていたので, 右辺と左辺が結び付く.
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7 Theorem DのStatement: local densityの計算

定理 7.1 (i) Q: Zp上の regular, anisotropic ternary二次形式, Dp: Qp 上の quaternion division
algebra, Nrdを reduced normとすると,

αp(Q, (ODp
, Nrd)) = 2(p + 1)(1 +

1
p
)

(ii) T : Zp 上の regular, isotropic ternary二次形式, (a1, a2, a3): T の Gross-Keating invariant
とすると,

• a1 6≡ a2 mod 2なら,

βp(T ) = 2(
a1−1∑

i=0

(i + 1)pi +

1
2 (a1+a2−1)∑

i=a1

(a1 + 1)pi).

• a1 ≡ a2 mod 2のときは, ξ̃を次のように定める.

– p 6= 2の場合は, T の orthogonal basis {ψ1, ψ2, ψ3}で T (ψi) = uip
ai なるものを取

るとき, ξ̃ := (−u1u2
p ).

– p = 2の場合は, 上のような T の各同型類ごとに適当に ξ̃ ∈ {±1} を定義する.

すると,

– ξ̃ = 1のとき,

βp(T ) = 2(
a1−1∑

i=0

(i + 1)pi +

1
2 (a1+a2−2)∑

i=a1

(a1 + 1)pi) + (a1 + 1)(a3 − a2 + 1)p
a1+a2

2 .

– ξ̃ = −1のとき,

βp(T ) = 2(
a1−1∑

i=0

(i + 1)pi +

1
2 (a1+a2−2)∑

i=a1

(a1 + 1)pi) + (a1 + 1)p
a1+a2

2 .

8 Hilbert symbol

定義 8.1 a, b ∈ Q×
p に対し, a = upm, b = vpn (u, v ∈ Z×

p )と書くとき, Hilbert symbol (a, b)p を

次のように定める.

• p 6= 2のとき.
(a, b)p := (−1)mn· p−1

2 (
u

p
)n(

v

p
)m,

但し (u
p )は平方剰余記号 (とくに a, b ∈ Z×

p なら (a, b)p = 1に注意).

• p = 2のとき.
(a, b)2 := (−1)ε(u)ε(v)+nω(u)+mω(v),

但し ε(u) := u−1
2 , ω(u) := u2−1

8 .
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命題 8.2 Q(X1f1 + · · · + Xnfn) = a1X
2
1 + · · · + anX2

n を Qp 上の regular quadratic spaceとし,

d = a1 · · · an,

εp =
∏

i>j

(ai, aj)p

とおく. このとき, Qが isotropicであるための必要十分条件は, 以下のいずれかが成立すること.

(i) n = 2 かつ −d ∈ (Q×
p )2

(ii) n = 3 かつ (−1,−d)p = εp

(iii) n = 4 かつ 「d /∈ (Q×
p )2 または εp = (−1,−1)p」

(iv) n ≥ 5
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