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correspondences, Astérisque 312 (2007) の紹介 (5)

服部 新
北大理学研究院 3-601

shin-h@math.sci.hokudai.ac.jp

平成 19年 12月 1日

※B. H. Gross, K.Keating, On the intersection of modular correspondences, Invent. Math 112

(1993), 225-245 の解説本

1 今回証明すること

参考文献：B. Gross: On canonical and quasicanonical liftings, Invent. Math. 84 (1986) 321–
326.

K/Qp：有限次拡大, 素元 π = πK , 剰余体 Fq

L/K：二次拡大, 相対分岐指数 e = e(L/K)
Os := OK + πsOL：OL の中の, conductor=sの order
k := F̄q. つまり, K の剰余体から kへのmapは fixされている.
G：k上の height=2の formal OK-module (同型を除いて unique)
OD := Endk(G). これはK 上の division quaternion algebra D のmaximal order.
W := W (k), K̂nr = Frac(W ),
σL/K ∈ Gal(L/K)を, L/K が分岐する場合は id, L/K が不分岐な場合は Gal(L/K)の生成元,
と定める.

定理 1.1 K-aigebraの埋め込み κ : L → Dを fixする. OK-linear map

rκ : OL
κ // OD = Endk(G) Lie // k

に関する OL の strict completionを A, M := Frac(A), とおく.

(i) 任意の s ∈ Z≥0に対し, Gの formal OK-moduleとしての (M の有限次拡大N の整数環ON

への) lift Fs と, OK-algebraの同型

γs : Os
∼= End(Fs)
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の組で, 次の二つの図式を可換にするものが存在.

(End)

Os

σs
L/K //

can.

²²

Os
γs // End(Fs)

rκ

²²
OL

κ // OD End(G)

(Lie)

Os

can.

²²

γs // End(Fs)

Lie

²²
OL

can. // As

(ii) Ms を, 局所類体論で O×
s ⊆ O×

L に対応するM の有限次 Abel拡大とする.

このとき, Fsの ∗-同型類の中にOMs上definedなものが存在し,ここから定まるGのuniversal
deformation ringからの natural map

W [[t]] → OMs

は tを OMs
の素元に移す (とくに全射).

定義 1.2 このような Fsを, level sの quasi-canonical liftという. level s = 0の quasi-canonical
liftを特に, canonical liftという.

注 1.3 ARGOS seminarの本の定義は間違っている. 上のようにするのが正しい. Grossのもとの
定義では, κに対する canonical lift F からの level sの strict minimal isogenyが存在するような
Gの formal OK-moduleとしての liftのことを, level sの quasi-canonical lift と呼んでいる (用語
は後述). 二つの定義は同じ意味になる (Appendixを参照). Grossの定義を intrinsicに書き換えた
ものが上の定義. 以下間違いを正す意味で本の定義に沿った形でレジュメを書くが, 実質的にはレ
ジュメの Section 6から Section 9は必要無く, 最後の Appendixを参照すれば十分.

2 canonical lift

2.1 準備

命題 2.1 D：K 上の division algebra, dimK(D) = h2, inv(D) = 1
h , とする.

このとき,

(i) k上の height hの formal OK-moduleはみな同型

(ii) Endk(G) ∼= OD：maximal order

(iii) Gの k-同型類のなかに, Fq 上 definedであるようなものが存在. このとき,

Π(X) := Xq

で定まる元 Π ∈ End(G)は OD の素元で, Πh = πを満たす.
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注 2.2 最後の主張を満たす Gは次のようにして作れる. K ′/K を不分岐 h-次拡大とし, [π](X) =
πX + Xqh

に対応する OK′ 上の Lubin-Tate formal group F ′ を考える. これは OK′ 上の formal
OK′-moduleだが, [π](X)がOK上定義されているので,群構造とOK-作用はOK 上 definedになっ
ている. そこで, OK-algebraの射OK′ → kをひとつ固定し, Gをこのmapによる F ′の reduction
とすると, Gは Fq 上 definedであり, 上の条件を満たす.
さらにこの場合, [π](X) = πX+Xqh

がOK上 definedであるので次のことがわかる. Gal(K ′/K)
の生成元を τ とおくと, a ∈ OK′ に対し, [a](X)が [π](X)と可換なことから, [a]τ (X)も [π](X)と
可換である. 但し fτ (X)で, f(X) ∈ OK′ [[X]]の各係数に τ を施した巾級数を表した. 従って, [岩
澤, 補題 3]から, [a]τ = [τ(a)]である.

注 2.3 h = 2とし, 二次拡大 L/K を fixする. このとき, 上の最後の主張を満たす Gは, L/K に

対応する Lubin-Tate formal groupの reductionとしても得られる. 実際, L/K が不分岐なときは

上の注で示した. この場合, OK-algebraの射

rLT : OL → k

をひとつ選んでいることに注意する. L/Kが分岐するときは, [πL](X) = πLX +Xqに対応するOL

上の Lubin-Tate formal group FπL の reductionを Gとする. FπL は OL 上 definedであり, L/K

が完全分岐なので, Gは Fq 上 defined. このとき Π = [πL] ∈ Endk(G). この場合は, OK-linear
map rLT : OL → kは canonicalなものがひとつ定まっていることに注意.

注 2.4 主定理 Bの証明において, Gとその universal deformation ring RG とを考えていた. ここ
で, Gを k-同型なG′に変えると, deformation ringの間にW -同型RG

∼= RG′ が生じることがわか

る. また, この同型で ψ ∈ Endk(G)が ψ′ ∈ Endk(G′)に移ったとすると, ψの lifting locusは同型
RG

∼= RG′ によって ψ′ の lifting locusに移る.
従って, 定理 Bを示すためには, Gを k-同型類の中で自由に取り換えても構わない. そこで以下,

Gは上のような, 二次拡大 L/Kに対する Lubin-Tate formal groupの reductionであるとして話を
進める.

注 2.5 Gの deformation functorの定義として, 次の二つが考えられる. (B, m, k)をW 上のArtin
局所環とするとき,

(i) D(B)は, 集合 {F/B | F ⊗ k = G}を, ∗-同型で割ったもの.

(ii) D′(B)は, 集合 {(F, i)/B | i : F ⊗ k ∼= G}を, iを保つ同型で割ったもの.

この二つの関手は同型である. 実際, natural map

D(B) → D′(B)

F 7→ (F, id)

の逆写像を次のようにして構成できる. (F, i) ∈ D′(B)に対し, i : F ⊗ k ∼= Gの適当なB[[X]]への
liftを ĩ(X)とおく. B[[X]]の元 F̃ (X, Y )を

F̃ (X, Y ) = ĩ−1(F (̃i(X), ĩ(Y )))
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で定めると, これは ĩ : F → F̃ を同型にするような uniqueな群構造であり, F̃ ⊗ k = Gを満たす.

F
ĩ //

²²

F̃

²²
F ⊗ k

i
// F̃ ⊗ k = G

この F̃ は, up to ∗-同型を除いて ĩの取り方によらず, iを保つ同型 τ : (F, i) → (F ′, i′)を ∗-同型
F̃ → F̃ ′ に移す. 従ってこの対応は functorialな射D′(B) → D(B)を引き起こす. これが求める逆
写像であることもすぐわかる.
これまでは D(B)の形の deformationを考えていたが, 本文に合わせて, 以下では D′(B)の形の

deformationも考えることにする (論理的には, 前者だけ考えれば十分).

2.2 formal OL-module

以下, h = 2とし, Gを k上の height 2の formal OK-moduleとし, Endk(G)と OD とを同一視

する.
κ : L → Dを K-algebraの埋め込みとする. このような埋め込みは, D× の元による conjugate
を除いて uniqueに決まることが知られている.
このとき, OL → OD = Endk(G)は OK-linearである. また, 合成

rκ : OL
κ // OD = Endk(G) Lie // k

を考えると, formal OK-moduleの定義よりこれも OK-linear. この map で kを OL-algebraと思
う (つまり, Lの剰余体から F̄pへの, Fq 上の埋め込みがこれで定まる). これらにより, Gには k上

height 1の formal OL-moduleとしての構造が入る.
さらに, A = ÔLnr に対し, rκ : OL → kの拡張 A → kをひとつ選び, これも rκ と書く. この射
のことを, rκ : OL → kの strict completionと呼ぶことにする.

注 2.6 以下, R上の formal groupに OK 作用と OL や Os の作用が同時に考えられる場合でも,
HomR(G,G′)や EndR(G)で formal OK-moduleとしての Homや Endを表すことにする.

2.3 canonical liftの存在

定義 2.7 A上の formal OL-module F と, k上の formal OL-moduleの同型 λ : F ⊗A,rκ k ∼= Gの

組が Gの canonical liftであるとは, 次の図式が可換になること.

OL

κ

²²

// EndA(F )

rκ

²²
Endk(F ⊗A k)

ad(λ)

²²
OD Endk(G)

ただし, ad(λ)(φ) = λ ◦ φ ◦ λ−1.
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注 2.8 (i) ここで一番上の射OL → EndA(F )は同型である. なぜなら, EndA(F ) → EndM (F ⊗̂M)
は単射 (cf. [Fröhlich]) だから EndA(F )は可換であり, Dの可換部分体は高々二次元なので.

(ii) (F, λ)が κに対する canonical lift, F ′をF と ∗-同型な formal OL-moduleだとすると, (F ′, λ)
も κに対する Gの canonical lift.

(iii) Gは formal OL-moduleとしては height=1なので, universal deformation ringは A = ÔLnr

と同型. 従って, κと λを fixすると, canonical liftはOL-linearな ∗-同型を除いて uniqueに
決まる.

(iv) Fが上の意味で canonical liftであることは, FがA上定義された level s = 0のquasi-canonical
lift であるのと同じこと.

命題 2.9 任意の κ : L → D と formal OL-moduleの同型 λ : G′ ∼= Gに対し, F ⊗ k = G′ なる

canonical lift (F, γ, λ)が存在.

証明. まず, λ = id : G → Gの場合に帰着する. (F, γ, id)を κに対する canonical liftとして, 別
の λ : G′ → Gを考える. λ(X)の A[[X]]への (rκ による) 適当な lift λ̃(X)を取り, λ̃を同型にす

るような A[[X]] 上の uniqueな formal group structureを F ′ とする. F ′ ⊗A,rκ k = G′ である.

F ′

rκ

²²

λ̃ // F

rκ

²²
G′

λ
// G

F ′ への OL-作用も, F への作用を移して γ′(a) := ad(λ̃−1)(γ(a))と定めると,

Lie(γ′(a)) = Lie(λ̃ ◦ γ(a) ◦ λ̃−1) = Lie(γ(a))

だから F ′ も formal OL-moduleで, λ̃は OL-同型. さらに, 以下の図式が可換である.

OL

κ

²²

γ // EndA(F )

rκ

ÀÀ<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<

ad(λ̃−1)// EndA(F ′)

rκ

²²
Endk(G′)

ad(λ)

²²
OD Endk(G)

従って, (F ′, γ′, λ)は κに対する canonical lift.
そこで以下 λ = idとする. まず特別な κについて示す. [πL](X) = πLX + Xq

2
e で定まる A

上の Lubin-Tate formal groupを FLT とし, 同型 OL
∼= EndA(FLT)を γLT とおく. 以前 fixした

OK-linear map rLT に対し, 定義から FLT ⊗A,rLT k = Gであるので,

κLT : OL
∼=

γLT
EndA(FLT) → Endk(G) = OD

とおくと, (FLT, γLT, id)は κLT に対する canonical lift. ここで,

rκLT : OL
κLT // OD = Endk(G) Lie // k
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は定義から rLT と一致する.
一般の κについて示す. d ∈ D×が存在して κ = ad(d) ◦ κLTと書ける. Πを, (X 7→ Xq)に対応
するDの素元とする. d = d′Πs, d′ ∈ O×

D, と表す.
κ = ad(Πs) ◦ κLT の場合. ad(Π)は End(G)の元 g = a1X + a2X

2 + · · · に対し,

ad(Π)(g) = aq
1X + aq

2X
2 + · · ·

となる. 従って,
ad(Πs) ◦ κ(a) = [σs

L/K(a)]G

を得る. つまり次の図式が可換.

OL

σs
L/K //

κ
!!B

BB
BB

BB
B OL

κLT

²²

γLT // End(FLT)

rLT

²²
OD End(G)

このことから, rκ = σs
L/K ◦rLT = ad(Πs)◦rLTと分かる. 従って,下の可換図式より, (FLT, γLT, λ =

id)が κに対する canonical liftとなる.

OL
γLT //

κLT

²²

End(FLT)

rLT

²²
OD

ad(Πs)

²²

End(G)

ad(Πs)

²²
OD End(G)

κ′ = ad(d) ◦ κ, d ∈ OD×の場合. κに対する canonical liftを (F, γ, λ = id)とする. これを dの

(rκ による) 適当な lift d̃で push-outした formal OL-module (F ′, ad(d̃) ◦ γ)を考える. つまり, F

の formal OL-moduleとしての構造を d̃で移したもの. ad(d̃)や ad(d)は Lieを保つ. 特に rκ = rκ′

となる. これが λ = idと κに対する canonical liftになっていることは下の図式から従う.

OL
γ //

κ

²²

EndA(F )

r

²²

ad(d̃) // EndA(F ′)

rκ′=rκ

¢¢££
££

££
££

££
££

££
££

££

OD

ad(d)

²²

Endk(G)

ad(d)

²²
OD Endk(G)

¤

注 2.10 証明から, いま構成した canonical liftは, L/K に対する Lubin-Tate formal groupに A

上の formal OL-moduleとして同型である. 従って, canonical liftへの Gal(Mab/M)の actionに
関しても Lubin-Tate理論の主定理と同じ主張が成立する.
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3 quasi-canonical liftの定義

L/K：二次拡大はずっと fixしている. このとき σL/K ∈ Gal(L/K)を,

• L/K が分岐するとき, σL/K := id

• L/K が不分岐のとき, σL/K := (Gal(L/K)の生成元)

と定めたのだった.
G：L/K に対する Lubin-Tate formal groupの, 前の章で取ったような reduction. これは k上の

height=2の formal OK-module.
κ : OL → OD：OK-algebraの埋め込み, を fix.
κに対し, rκ, A, M も前の章と同様に定める.
F：κに対する Gの canonical lift.
このとき, Lubin-Tateの定理により, T := T (F ) := lim←−n

F [πn
L](M̄), V := V (F ) := T ⊗OK

K と

おくと, OL-加群としての同型
T ∼= OL

が存在する. さらに,
ρ : Gal(M̄/M) → AutOL

(T ) ∼= O×
L

は同型 O×
L
∼= Gal(Mab/M)を定めるが, これは局所類体論の reciprocity map

ρrec : O×
L
∼= Gal(Mab/M)

の inverse (ρ(x) = ρrec(x)−1) なのだった.
Os = OK + πsOL に対し, O×

s ⊆ O×
L は有限指数の開部分群だから, 局所類体論により

O×
s
∼= Gal(Mab/Ms)

なる有限次拡大 Ms/M が存在する.

定義 3.1 κに対する Gの level sの quasi-canonical liftとは,

• M の有限次拡大の整数環 A′上への, Gの formal OK-moduleとしての (rκ : A → kの A′へ

の canonicalな延長による) lift Fs

• k上の formal OK-moduleの同型 λ : Fs ⊗A′,rκ k ∼= G

• OK-algebraの同型 γs : Os
∼= EndA′(Fs)

の三つ組で, 次の図式 (End), (Lie)を可換にするもの.

(End)

Os

σs
L/K //

can.

²²

Os
γs // End(Fs)

rκ

²²
OL

κ // OD End(G)

(Lie)

Os

can.

²²

γs // End(Fs)

Lie

²²
OL

can. // As
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注 3.2 • (Fs, λ, γs) を κ に対する G の level s の quasi-canonical lift, F ′
s を Fs と ∗-同型な

formal OK-moduleとする. このとき, この同型で Fs への Os-作用を F ′
s に移したものを γ′

s

とおけば, (F ′
s, λ, γ′

s)も Gの level sの quasi-canonical liftになる.

• M ′ := Frac(A′) が M 上 Galois だとする. κ に対する G の level s の quasi-canonical lift
(Fs, λ, γs)とσ ∈ Gal(M ′/M)に対し, (Fσ

s , λ, γσ
s )もκに対するGの level sのquasi-canonical

liftになる (σは剰余体に trivialに作用するから).

• κと γs, λは略すこともある.

定理 3.3 As := OMs とする. このとき,

(i) 任意の κ, λに対し, level sの quasi-canonical liftで As 上 definedなものが存在する.

(ii) λ : G′ ∼= Gを fixするとき, 集合

{[F ′, λ, γ′] | κに対する Gの level sの quasi-canonical liftの ∗-同型類 }

は Gal(Ms/M)-等質空間.

(iii) 任意の κ, λに対する level sのGの quasi-canonical liftはすべて formal OK-moduleとして
同型である. しかもこの同型は Os-作用を保つように取れる.

以下, これを証明することを考える.

4 formal groupのTate加群

この章では今までの記号は忘れることにする.
A：cdvr, OK 上 flat, 剰余体 k, M := Frac(A)
F：A上の formal OK-moduleで, F ⊗ kの height=h < ∞なもの
Λ(F ) := F (M̄)tor = ∪nF [πn](M̄). これは OK [Gal(M̄/M)]-加群.
T (F ) := lim←−n

F [πn](M̄)
V (F ) := T (F ) ⊗OK

K

Weierstrassの予備定理より, OK-加群としては

F [πn](M̄) ∼= (OK/πn)h, Λ(F ) ∼= (K/OK)h, T (F ) ∼= Oh
K .

また, OK [Gal(M̄/M)]-加群としては

0 → T (F ) → V (F ) → Λ(F ) → 0 (exact).

また, isogeny α : F → F ′ に対しては,

T (α) : T (F ) → T (F ′), V (α) : V (F ) → V (F ′)

を引き起こす.
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補題 4.1 (Serreの公式, J. Lubin: Ann. Math. 85 (1967), 296–302, p.298) N ⊆ Λ(F )を
有限位数の OK-部分加群とし,

Γ′ = {σ ∈ Gal(M̄/M) | σ(N) ⊆ N}

とおく. また, M ′ = M̄Γ′
とする. このとき,

α(X) :=
∏

z∈N

(X−F z) ∈ A′[[X]]

とおくと, α : F → F ′がA′上のOK-isogenyとなるようなA′上の formal OK-module F ′が unique
に存在して, 次を満たす.

(i) Ker(α) = N .

(ii) β : F → F ′′ を isogenyで N ⊆ Ker(β)を満たすもの, とすると, β は αを uniqueに factor
する.

F
β //

α

²²

F ′′

F ′
∃!

==

注 4.2 このとき, n = lgOK
(N)とすると,

α(X) ≡ Xqn

mod π′

である. 一般に, A′ 上の formal OK-moduleの間の degree qn の isogeny αで, この合同式を満た
すものを strict isogenyということにする.

注 4.3 以下, 単に (定義体を明示せずに) formal OK-moduleや isogenyと言ったら, M の有限次

拡大の整数環上 definedであるとする.

補題 4.4 T := T (F ), V := V (F )とおく.

(i) T ′ を, T を含む V の OK-latticeとする (こういうものを superlatticeということにする).
このとき, formal OK-module F ′ と strict isogeny α : F → F ′ で,

T ′ = V (α)−1(T (F ′))

を満たすものが存在.

さらに, T ′′を T ′を含む superlattice, β : F → F ′′を V (β)−1(T (F ′′)) = T ′′を満たす isogeny,
とするとき, isogeny γ : F ′ → F ′′ で β = γ ◦ αなるものが uniqueに存在する.

F
β //

α

²²

F ′′

F ′
∃!γ

==
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(ii) T ′ ⊆ T をOK-sublatticeとするとき, formal OK-module F ′と strict isogeny α : F ′ → F で,

T ′ = Im(T (α))

を満たすものが存在.

さらに, T ′′ ⊆ T ′をOK-sublattice, β : F ′′ → F を Im(T (β)) = T ′′を満たす isogeny, とする
とき, isogeny γ : F ′′ → F ′ で β = α ◦ γ なるものが uniqueに存在する.

F ′′ β //

∃!γ

²²

F

F ′

α

>>}}}}}}}}

証明の概略. (i) N := T ′/T とおくと, snake lemmaよりN ∼= K := Ker(Λ(F ) → V/T ′)を得る.

0

²²

K

²²
0 // T //

²²

V // Λ(F ) //

²²

0

0 // T ′ //

²²

V

²²

// V/T ′

²²

// 0

N 0 0

さっきの補題より, strict isogeny α : F → F ′ で Ker(α) = K ⊆ Λ(F )なるものが存在. これが条
件と universalityを満たすことはすぐ分かる.

(ii) πnT ⊆ T ′ ⊆ T なる nを取ると, T ⊆ π−nT ′ だから, (i)より strict isogeny β : F → F ′ で

V (β)−1(T (F ′)) = π−nT ′ を満たすものが存在. このとき Ker(β) ∼= π−nT ′/T だからこれは πn で

消える. 従って, 補題から次のような isogeny αが uniqueに存在.

F
πn

//

β

²²

F

F ′
∃!α

>>

このとき, V (α) ◦ V (β) = πn なので,

Im(T (α)) = π−nV (β)−1(T (F ′)) = T ′.

この αは universalityを満たすが, strict isogenyではないので, F ′を同型で取り換えることを考え

る. F ⊗ kが height hの formal OK-moduleだったから,

[πn]F⊗k(X) = δ̄(Xqhn

), δ̄′(0) 6= 0

と書ける. 従って, ᾱ = α mod π′ も,

ᾱ(X) = ᾱ0(Xqm

), ᾱ′
0(0) 6= 0
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の形. そこで, α−1
0 (X)の A′[[X]]への適当な lift α̃−1

0 で F ′の formal OK-moduleの構造を移した
ものを F ′

0 と書くと, 合成

F ′
0

α̃−1
0

∼
// F ′ α // F

は strict isogenyで, T (F ′
0)の像が T ′と一致する. これが universalityを満たすことも αの univer-

salityから従う.

¤

End0(F ) := End(F ) ⊗OK K ⊆ EndK(V ), とおく.

補題 4.5 (i) T ′, T ′′ を V における T の superlattice, α : F → F ′, β : F → F ′′ を, 補題 4.4 (i)
によりこれらに対応する isogenyとする. このとき, 自然な射

Hom(F ′, F ′′) → {ψ̃ ∈ End0(F ) | ψ̃(T ′) ⊆ T ′′}

ψ 7→ (ψ̃ : V −→
V (α)

V (F ′) −→
V (ψ)

V (F ′′) −→
V (β)−1

V )

は同型.

(ii) T ′, T ′′を V における T の sublattice, α : F ′ → F , β : F ′′ → F を, 補題 4.4 (ii)によりこれ
らに対応する isogenyとする. このとき, 自然な射

Hom(F ′, F ′′) → {ψ̃ ∈ End0(F ) | ψ̃(T ′) ⊆ T ′′}

ψ 7→ (ψ̃ : V −→
V (α)−1

V (F ′) −→
V (ψ)

V (F ′′) −→
V (β)

V )

は同型.

証明の概略. (i)の逆対応だけ作る. 右辺の元 ψ̃は定義から

ψ̃ = π−nφ, φ ∈ End(F )

と書ける. isogeny

F
[πn]−→ F

α−→ F ′

F
φ−→ F

β−→ F ′′

はそれぞれ補題 4.4 (i)で T の superlattice πnT ′, V (φ)−1(T ′′)に対応する. ψ̃(T ′) ⊆ T ′′ だったか

ら, πnT ′ ⊆ V (φ)−1(T ′′)である. 従って補題 4.4 (ii)により,

F
α◦[πn] //

β◦φ

²²

F ′

∃!ψ}}
F ′′

と uniqueに factorする. この対応 ψ̃ 7→ ψは nの取り方によらず, これが逆対応を定める.

¤
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注 4.6 つまり, (i)によって ψ̃に対応するHom(F ′, F ′′)の元は, πnψ̃ = φ ∈ End(F )なる nを適当

に取るとき,

ψ ◦ α ◦ [πn] = β ◦ φを満たす uniqueな ψ.

同様に, (ii)によって ψ̃に対応する Hom(F ′, F ′′)の元は,

[πn] ◦ β ◦ ψ = φ ◦ αを満たす uniqueな ψ.

5 minimal latticeとminimal isogeny

この章以降, また記号をもとのものに戻す. つまり, 二次拡大 L/K と K-algebra の埋め込み
κ : L → Dとを fixし, rκ : OL → kを rκ = Lie ◦κで定める. Aを rκに対するOLの strict Hensel
化, M = Frac(A)とする.

F を, κに対する A上の Gの canonical lift, T := T (F ), V := V (F ), とおく. また, A′ でM の

有限次拡大の整数環を表す. rκ は canonicalな延長 A′ → kを有するから, これも rκ で表す.

補題 5.1 一般に, T を rank 1の自由 OL-加群, V := T ⊗OK
K とする. さらに, T ′ を V の中の

OK-superlatticeとする.
このとき, T の generator tと n, s ∈ Z≥0 が存在して,

πn
LT ′ = (π−sOK + OL) · t

と書ける. さらにこのとき,
{x ∈ L | xT ′ ⊆ T ′} = Os

が成立.

証明の概略.

n := max{n′ | πn′

L T ′ ⊇ T}, s := {s′ | πs′
(πn

LT ′) ⊆ T}

とおくと, πn
LT ′/T は π−st が生成する cyclic OK-module であることがわかる. 従って πn

LT ′ =
(π−sOK + OL) · tと書ける. 最後の主張はすぐわかる.

¤

定義 5.2 • T の V の中の OK-superlattice T ′ で, T の適当な generator t に対して T ′ =
(π−sOK + OL) · tと書けるものを T の level sのminimal superlatticeという.

• A′上の formal OK-moduleの isogeny α : F → F ′が level sのminimal isogenyであると

は, 対応する superlattice V (α)−1(T (F ′))が T の level sのminimal superlatticeであること.

• minimalかつ strictな isogenyを strict minimal isogenyと呼ぶことにする. つまり, A′上

のminimal isogeny α : F → F ′ で, rκ : A′ → kに対し,

(α ⊗A′,rκ k)(X) = Xqs

∈ k[[X]]

を満たすものを strict minimal isogenyという.
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• isogeny F → F ′が level sのminimal isogenyなら, OK-同型F ′ ∼= F ′′との合成F → F ′ ∼= F ′′

も level sのminimal isogeny. これによるminimal isogenyの同型類を考える.

Xs := {level sのminimal isogenyの同型類 }.

注 5.3 T の level sの minimal superlatticeは, T の generator tの取り方の分だけ不定性がある.
つまり, T の level sのminimal superlattice全体の集合は O×

L /O×
s -等質空間.

補題 5.4 α : F → F ′ を level sの minimal isogenyとすると, αと同型な strict minimal isogeny
が ∗-同型を除いて uniqueに存在.

証明. 存在は, 補題 4.4の証明と同様に適当な liftでずらせばできる. 一意性を示す. αと同型なA′

上の strict minimal isogenyを α1 : F → F ′
1, α2 : F → F ′

2とする. 仮定より下の図式を可換にする
OK-同型 τ : F ′

1
∼= F ′

2 が存在.

F
α1 //

α2 ÂÂ?
??

??
??

? F ′
1

τ

²²
F ′

2

この図式の rκ : A′ → kによる reductionを考えると, 定義から τ の reduction τ̄ は τ̄(Xqs

) = Xqs

を満たす. 従って τ̄(X) = X であり, τ は ∗-同型.

¤

集合Xs には σ ∈ Gal(M̄/M)と a ∈ O×
L が次のように作用している.

σ.(F α−→ F ′) := (F = F σ ασ

−→ (F ′)σ)

a.(F α−→ F ′) := (F a−→ F
α−→ F ′)

命題 5.5 Lubin-Tate理論が定める射 ρ : Gal(M̄/M) → O×
L を考える.

(i) minimal isogeny α : F → F ′ と σ ∈ Gal(M̄/M)に対し, 次の図式を可換にする OK-同型
γσ : (F ′)σ → F ′ が uniqueに存在.

F = Fσ ασ

−−−−→ (F ′)σ

[ρ(σ)−1]F

y
y∃!γσ

F −−−−→
α

F ′

(ii) Xs は Gal(Ms/M) ∼= O×
L /O×

s -等質空間.

証明. αに対応する T の superlatticeを T ′ = (π−sOK + OL) · t ⊆ V = V (F ), とおく. このとき

(F
[a]F−→ F

α−→ F ′ に対応する superlattice) = a−1T ′.

別の level s の minimal isogeny を α1 : F → F ′
1 とし, 対応する minimal superlattice を T ′

1 =
(π−sOK +OL) · t1と書く. a−1t = t1となる a ∈ O×

L を取ると a−1T ′ = T ′
1なので, 補題 4.4 (i) に
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より, 次の図式を可換にする OK-同型 τ が存在する.

F
α−−−−→ F ′

[a]F

x
x∃!τ

F −−−−→
α1

F ′
1

つまり, XsへのO×
L -作用は transitive. この作用の stabilizerは, O×

L の中で π−s +OLを stableにす
る元だから, O×

s と一致. 従って, XsはO×
L /O×

s の等質空間. ゆえ (i)を示せば, XsがGal(Ms/M)
の等質空間であることもわかる.

σ ∈ Gal(M̄/M)に対し,

(F = Fσ ασ

−→ (F ′)σ に対応する superlattice) = σT ′.

一方 ρの定義より, σT ′ = [ρ(σ)]F (T ′)だが, これは

F
[ρ(σ)−1]F−→ F

α−→ F ′ に対応する superlattice.

従って, 補題 4.4 (i)から γσ の存在と一意性がわかる.

¤

6 quasi-canonical liftの存在

定理 6.1 任意の κ, λに対し, As 上 definedな level sの quasi-canonical liftが存在.

証明. canonical liftのときと同様に, κ = κLT, λ = idのときに帰着される.
(F, γLT : OL

∼= EndA(F ))を κ = κLT, λ = idに対する canonical liftとし, T := T (F )の level
sの minimal superlattice T ′ = (π−sOK + OL) · tと, 対応する level sの strict minimal isogeny
α : F → F ′ をひとつ取る. 補題 4.4 (i)の証明から, αは (π−sOK + OL) · t/T に対応する F の有

限部分群で F を割って作るが, この部分群は O×
s

∼= Gal(Mab/Ms)で安定なので, α : F → F ′ は

As = OMs 上 defined.
いま λ = idなので, F ⊗A,rκ k = Gであり, αの reductionは

ᾱ : G → F ′ ⊗As,rκ k

Xqs

←[ X

の形. ところが G は定義から Fq 上 defined なので (X 7→ Xqs

) ∈ Endk(G) である. 従って
F ′ ⊗As,rκ k = Gでなければならない.
あとは, (F ′, λ = id)が κLT に対する quasi-canonical liftになるように Os-作用を定められれば
よい. 補題 4.5 (i)から,

End(F ′) ∼= {ψ̃ ∈ End0(F )
γLT∼= L | ψ̃(T ′) ⊆ T ′}

γLT∼= Os

だから, OK-algebraの同型 γ′ : Os
∼= EndAs(F

′)を得る (上の式の左辺の End(F ′)の元がみな As

上 definedなことは注 4.6を使って Lieを調べれば分かる). また, 注 4.6により, x ∈ Os に対する

γ′(x)は
γ′(x) ◦ α = α ◦ γLT(x) を満たす uniqueな元 ∈ End(F ′).
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Frac(As)が標数 0なので, Lie(α), Lie(γ′(x))は 0ではない. このことから, 両辺の Lieを取って,

Lie(γ′(x)) = Lie(γLT(x)) = x

が分かる. さらに, γ′(x) を rLT で reductionすると, ᾱ = Πs だったので (但し Π(X) := Xq ∈
Endk(G)),

γ̄′(x) ◦ Πs = Πs ◦ γ̄LT(x)

となる.
L/K が分岐するとき. この場合, F の定義より γ̄LT(x)は Fq 上 definedであり, したがって Πと
可換. 結局上の式は

γ̄′(x) ◦ Πs = γ̄LT(x) ◦ Πs

となり, γ̄′(x) = γ̄LT(x) を得る. つまり下の図式は可換. これは (End) の成立を意味するから,
(F ′, γ′)が κLT に対する quasi-canonical lift.

Os
γ′

//

can.

²²

EndAs(F
′)

rLT

²²

OL
γLT //

κLT

²²

EndA(F )

rLT

²²
OD Endk(G) Endk(G)

L/K が不分岐なとき. さっきの式から

γ̄′(x) = Πs ◦ γ̄LT(x) ◦ Π−s

だが, ad(Π)は q-乗 Frobeniusで係数を一度捻ることに相当するので,

γ̄′(x)(X) = γ̄LT(x)σs
q (X),

但し σq は kにおける q-乗 Frobenius. 一方, πX + Xq2
はOK 上 definedだから, [岩澤, 第 7章, 補

題 3]から, σL/K を Gal(L/K)の生成元とすると,

γLT(x)(X)σL/K = γLT(σL/K(x))(X).

このことから,
γ̄′(x) = γ̄LT(σs

L/K(x))

を得る. 従って, (F ′, γ′)が (End), (Lie)を満たす.

¤

7 canonical liftとquasi-canonical liftの関係

命題 7.1 (F ′, λ, γs)/A′ を, κに対する Gの level sの quasi-canonical liftとする. このとき, κに

対する canonical lift (F, λ)からの degree qs の OK-isogeny α : F → F ′ で, Os-linearでもあるも
のが存在する. αは Aut(F ) = O×

L の元との合成を除いて uniqueに決まる. さらに, αは

α ≡ ν−1 ◦ F s
q ◦ ν mod π′ (但し Fq(X) = Xq, π′ は A′ の素元)
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を満たすように取れる. ここで ν は κ と λ にしかよらない同型 ν : G′ ∼= G. 具体的には, κ =
ad(dΠn) ◦ κLT (但し d ∈ O×

D)とするとき, ν = d−1 ◦ λ.

証明. まず, λ = idの場合に帰着する. F ′ が λ : G′ ∼= Gに対する level sの quasi-canonical lift
だとする. λ(X) ∈ k[[X]]を rκ : A → k で A[[X]]に liftしたものを λ̃とし, これで F ′ の群構造

を移したものを F̃ ′ と書く. (F̃ ′, ad(λ̃) ◦ γs, id)は κに対する quasi-canonical liftだった. λ = id
の場合から, κ, λ = idに対する canonical lift F0 からの isogeny α0 : F0 → F̃ ′ が存在する. F0 の

群構造を λ̃ で移したもの F̃ は κ, λに対する canonical lift. この同型射を λ̃′ : F̃ → F0 で表すと,
α̃ := λ̃−1 ◦ α0 ◦ λ̃′ を formal OL-moduleの ∗-同型 F ∼= F̃ で移したものが条件を満たす. 一意性も
λ = idの場合から従う.

F
∼ //

α

²²

F̃

²²

λ̃′
//

α̃

~~~~
~~

~~
~~

F0

²²

α0

~~~~
~~

~~
~~

F ′

²²

λ̃

// F̃ ′

²²

G′

~~}}
}}

}}
}}

λ // G

ν−1◦Fq◦ν~~||
||

||
||

G′ λ // G

次に κ = κLT に帰着する. κ = ad(dΠn) ◦ κLT とし, (κLT, λ = id) に対する canonical lift,
quasi-canonical liftを (F, γ), (Fs, γs)とおく. 構成より, (κ, λ = id)に対する canonical lift, quasi-
canonical liftはそれぞれ (F̃ , ad(d̃) ◦ γ), (F̃s, ad(d̃′ ◦ γs)である. 但し d̃, d̃′は dの rad(Πn)◦κLT によ

る適当な lift, F̃ , F̃s はこれらで F , Fs の群構造を移したもの. α : F → Fs を (κLT, λ = id)に対し
条件を満たす strict isogenyとすると, d̃′ ◦ α ◦ d̃−1 は (κ, λ = id)に対し条件を満たす.
そこで以下 κ = κLT, λ = idとする. T ′ := T (F ′), V ′ := V (F ′)とおく. γs : Os

∼= EndA′(F ′)か
ら V ′ は 1-次元 L-ベクトル空間の構造を持ち, 補題 4.5から

End(F ′) ∼= {x ∈ End0(F ′) ∼= L | xT ′ ⊆ T ′}

なので, 同型 Os
∼= {x ∈ L | xT ′ ⊆ T ′}を得る.

T ′′ ⊆ T ′ を, T ′ を含む V ′ の OL-latticeで最大のものとする. 補題 5.1より, 適当な generator
t ∈ T ′′ を取ると, T ′ = (π−sOK + OL) · t, と書ける.
補題 4.4 (ii)で, sublattice T ′′ ⊆ T ′ に対応する strict isogeny

α′′ : F ′′ → F ′

を取る. α′′ の reductionは X 7→ Xqs

に一致するが, F ′ ⊗A′,rκ
k = Gであり, この射は Endk(G)

の元なので, F ′′ ⊗A′,rκ k = Gと分かる. さらに, 補題 4.5 (ii)から,

End(F ′′) ∼= {x ∈ End0(F ′) ∼= L | xT ′′ ⊆ T ′′} ∼= OL.

これによる a ∈ OL の F ′′ への作用は, πsa ∈ Os なので,

[πs]F ′ ◦ α′′ ◦ φa = [πsa]F ′ ◦ α′′ を満たす uniqueな φa ∈ End(F ′′)

によって作用. このことから, (Lie : Hom(F ′, F ′′) → A′ は単射なので) Lie(φa) = Lie([a]F ′)を
得る. F ′ が条件 (Lie)を満たすことから, これが a ∈ As と一致することが分かる. 従って F ′′ は

formal OL-moduleになる.
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さらに, 上の式を rκ で reductionすると,

γ̄s(πs) ◦ Πs ◦ φ̄a = γ̄s(πsa) ◦ Πs

を得る. ここで, (κLT, λ = id)の場合の quasi-canonical liftの構成より, x ∈ Osに対し γ̄s(x) ◦Π =
Π ◦ γ̄s(σL/K(x))が成り立つので,

γ̄s(σs
L/K(πs))φ̄a = γ̄s(σs

L/K(πsa)).

ここから φ̄a = γ̄s(σs
L/K(a))が分かる. つまり

(F ′′の a倍写像の rκ による reduction) = φ̄a = γ̄s(σs
L/K(a)) = κ(a).

但し最後の等式は F ′が条件 (End)を満たすことから得られる. これは F ′′が κに対する canonical
liftであることを意味する. 従って formal OL-moduleとしての ∗-同型 τ ′′ : F ∼= F ′′ が存在する.
この ∗-同型 τ と α′′ を合成したものを αとおく.

α : F
τ
∼

// F ′′ α′′
// F ′

定義から, これはOK-linearな degree qsの strict isogenyで, Os-作用と compatibleになっている.
αに対応する T = T (F )の superlattice V (τ)−1(V (α)−1(T ′))を考えると, 定義から

V (α)−1(T ′)/T (F ′′)
V (α)

∼
// T ′/T ′′

だから, 左辺の商も cyclicであり, 従ってこの superlatticeはminimalであると分かる.
このようなものが α1, α2 と二つあるとすると, どちらも minimal isogenyなので命題 5.5から,
図式

F
α1 //

[a]F

²²

F ′

∃y

²²
F

α2 // F ′

を可換にする a ∈ O×
L と y ∈ Aut(F ′) = O×

s が存在. αi は Os-linear だったから, ここから
α2 ◦ [ay−1]F = α1 を得る.

¤

8 quasi-canonical liftの ∗-同型類とOK-同型類

定理 8.1 λ : G′ ∼= Gを fixするとき, 集合

{[F ′, λ, γ′] | κに対する Gの level sの quasi-canonical liftの ∗-同型類 }

は Gal(Ms/M)-等質空間.

証明. transitivityを示す. (F1, λ), (F2, λ)を κに対する level sの quasi-canonical liftとする.
命題 7.1により, κ, λに対する canonical liftからのminimal isogeny αi : F → Fi で, Os-linearで
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あり, reductionが等しい (この等しい reductionを ᾱとおく) ものが存在. このとき, 命題 5.5 (ii)
により, 次の図式を可換にする σ ∈ Gal(M̄/M)と OK-同型 δ : F2

∼= Fσ
1 が存在.

F
α2 // F2

δ

²²
Fσ

ασ
1 // Fσ

1

これを rκ で reductionすると, δ̄ ◦ ᾱ = ᾱを得るから, δ̄ = id, つまり δ は ∗-同型. δ が Os-同型で
あることを確かめる. X 7→ α2(X)は単射だから, α2 を合成して, x ∈ Os に対し

δ ◦ [x]F2 ◦ α2 = [x]F σ
1
◦ δ ◦ α2

を示せば良い. これは次のようにして分かる.

δ ◦ [x]F2 ◦ α2 = δ ◦ α2 ◦ [x]F = ασ
1 ◦ [x]F = [x]F σ

1
◦ ασ

1 = [x]F σ
1
◦ δ ◦ α2.

freenessを示す. (F ′, λ)を κに対する level sの quasi-canonical liftとする. σ ∈ Gal(M̄/M)に
対し, Os-linearな ∗-同型 δ : F ′ ∼= (F ′)σ が存在したとする. 命題 7.1のような minimal isogeny
α : F → F ′ を取ると,

F
α // F ′ δ // (F ′)σ

F Fσ ασ
// (F ′)σ

は reductionが可換だから, rigidityよりもともと可換. したがってminimal isogeny αと ασ は同

型なので, 命題 5.5 (ii)より, σ ∈ Gal(M̄/Ms)が従う.

¤

定理 8.2 任意の κ, λに対する level sの Gの quasi-canonical liftはすべて formal OK-moduleと
して同型. さらにこの同型は Os-作用を保つものを取れる.

証明. 構成から, 異なる (κ, λ), (κ′, λ′)に対する quasi-canonical lift Fs, F ′
s で Os-同型なものが存

在する. 従って, 同じ (κ, λ)に対する quasi-canonical lift同士が主張のような同型で結ばれればよ
い. (Fi, γi)をそのようなもの二つとする. F を (κ, λ)に対する canonical liftとし, αi : F → Fiを

命題 7.1によるminimal isogenyとする. 命題 5.5 (ii)により, a ∈ O×
L と OK-同型 δ : F1

∼= F2 が

存在して次を可換にする.

F
α1 //

[a]F

²²

F1

o δ

²²
F α2

// F2

さっきと同様に, δが Os-同型なことが分かる.

¤
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9 universal deformationとquasi-canonical lift

Gの formal OK-moduleとしての universal deformation ring R ∼= W [[t]]を考える.
ψ ∈ Endk(G)で, 次の条件を満たすものを考える.

ψ /∈ OK ⊆ Endk(G), ψ2 = b ∈ OK ⊆ Endk(G).

このような ψ に対し, ψ : G → Gの lifting locusを (g(t)) ⊆ R とする. g(t)の各既約因子 h(t)
に対し, R′ = W [[t]]/(h(t))はW 上有限な整域. N := Frac(R′)とすると, ON には canonicalな
reduction map r : ON → kが定まっている. 射

W [[t]] ³ R′ ↪→ ON

によって, ON 上の formal OK-module F ′ で, F ′ ⊗ON ,r k = Gを満たすものが定まる.
L := K(

√
b)とし, κψ : L → Dを,

OK [
√

b] ↪→ End(F ′)
r

↪→ Endk(G) = OD
√

b 7→ ψ

が引き起こす射とする. この射により, End(F ′)は OL の OK を含むある order Os と同型になる.
この同型を γψ : Os → End(F ′)と書く.
ここで, 命題 7.1の証明と同様に, 同型 γψ の存在だけから, strict minimal isogeny α′′ : F ′′ → F ′

と, 同型 γ′′ : OL
∼= End(F ′′)の存在が分かる. そこで

i′′ : OL
γ′′

→ End(F ′′) Lie→ OM̄

で K 上の埋め込み i′′ : L → M̄ を定め, この像の最大不分岐拡大の整数環を A とおく. いま
F ′⊗ON ,r k = Gだから, α′′が strictなことから F ′′⊗ON ,r k = Gが分かる. そこで, κ′′ : L → Dを

OL

γ′′

∼= End(F ′′) r→ Endk(G) = OD

で定める. このとき, 定義から次の図式が可換.

OL
γ′′

//

κ′′
$$HHHHHHHHH End(F ′′)

r

²²

Lie // A

r

²²
Endk(G)

Lie
// k

従ってこの図式は r : A → kを rκ′′ の strict completionにする. ゆえに, (F ′′, γ′′)は (κ′′, λ = id)に
対する canonical liftである. F ′′を ∗-同型類と取り換えて, F ′′は A上 definedとしてもよい. 従っ
てこのとき, F ′ を ∗-同型類と取り換えれば, F ′ は As 上 definedとなる. とくに, W [[u]] → ON は

As を factorする.
いま, さらに F ′ を quasi-canonical liftにするような κ′ の存在が言えたとする. すると, F ′ の

formal modulus は As の素元でなければならないから, W [[t]] → ON は As を全射で factor し
ていることがわかる. 従って, ψ の lifting locusの既約成分は Spec(As)と同型であり, universal
deformationはこの上に (ある κに対する) level sの quasi-canonical liftを定めていることがわかる
(ここで, ψの lifting locusはF ′の formal OK-moduleとしての構造のみにより, κやquasi-canonical
liftとしての構造にはよらないことに注意しておく).
あとは次の定理を示せば良い.
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定理 9.1 (F, γ) を (κ, λ = id) に対する canonical lift, α : F → F ′ を level s の strict minimal
isogeny とする. このとき, 適当に κ′ を選べば, F ′ には (κ′, λ = id) に対する level s の quasi-
canonical liftの構造が入る.

証明. κ = κLT のときは, 定理 6.1の証明で示した (κ′ = κ = κLT と取れば良かった). この場合に
帰着する.

κ = ad(dΠn) ◦ κLT とおく (d ∈ O×
D). α : F → F ′ を考える. F の reductionは G と一致す

るから, αが strictであることより, F ′ の reductionも Gと一致する. とくに αの reductionは
Πs ∈ Endk(G)と一致する.

r′ := rad(Πn)◦κLT による d, ad(Πs)(d) ∈ O×
Dの適当な liftで, F , F ′の群構造を移したものをそれ

ぞれ FLT, F ′
LT と書く. 構成より, FLT は κLT に対する canonical liftであり, また定義から, strict

minimal isogeny αLT : FLT → F ′
LTが存在. 従って, F ′

LTにはκLTに対する level sの quasi-canonical
liftの構造が入る. F ′は F ′

LTの ad(Πs)(d)による push-outだから, κ′ = ad(ad(Πs)(d)Πn) ◦κLTと

おけば良い.

¤

10 Appendix: quasi-canonical liftのもともとの定義

ARGOSセミナーの本の第 8章では, quasi-canonical liftを上で述べて来たような intrinsicな形
で定義しているが, そうしない方がわかりやすい上に, 本の続きを読むだけならこの定義を採用し
ないほうがよいので, ところどころ繰り返しにはなるが本来の定義に沿った記述もメモとして残し
ておく.
以下, Gを k上の height 2の formal OK-moduleで, Lubin-Tateの reductionとして得られるも
の (とくに Fq 上 defined), とし, K 上の埋め込み κ : L → Dを fix する. これに対する Lの strict
completion rκ : A → kも fixしておく. Gの (κ, λ = id)に対する, A上の canonical liftを (F, γ)
とする (つまり, F ⊗A,rκ k = G. 以下では λ = idの liftしか考えないので, λは省略して書く).

定義 10.1 κに対する Gの level sの quasi-canonical liftとは, M の有限次拡大の整数環上へ

の, formal OK-moduleとしての Gの lift Fs と, OK-algebraの同型

γs : Os
∼= End(Fs)

の組で, 次の条件を満たすもの.

• Os-linearな level sの strict minimal isogeny α : F → Fs が存在する.

注 10.2 • 条件から, 自動的に (Lie)の条件が出る. 実際, γs(a) ◦ α = α ◦ γ(a)だから, これの
Lie を取ればよい.

• F は ∗-同型を除いて uniqueに定まっていたが, ∗-同型は上の条件を変えないので, 上の定義
は F の取り方にはよらない.

定理 10.3 (i) κに対する level sの quasi-canonical liftは存在し, その ∗-同型類のなかに As 上

定義されるものが取れる.

(ii) κに対する level sの quasi-canonical liftの ∗-同型類は Gal(Ms/M)-torsor.
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(iii) 任意の κに対する level sの quasi-canonical liftたちの間には, formal OK-moduleとしての
Os-linearな同型がある.

(iv) L̂nr の有限次拡大 N と, reduction map r : ON → k を fix する. F ′ を, ON への formal
OK-moduleとしてのGの liftとする (すなわち, OK-作用込みで F ′ ⊗ON ,r k = G). さらに,
OK-algebraの同型 γ′ : Os

∼= End(F ′)で, Lie ◦ γ′が自然な埋め込みOs ⊆ L ⊆ ON と一致す

るもの, が与えられたとする. このとき, ある埋め込み κ : L → Dが存在して, r = rκ であ

り, F ′ には κ に対する level sの quasi-canonical liftの構造が入る.

以下これを示して行く.
存在. T = T (F ) = OL · t, V = V (F )とし, T の level sのminimal superlattice T ′ = (π−sOK +

OL) · tを取る. これに対応する level sの strict minimal isogeny α : F → F ′を考える. αが strict
だから, F ′ の rκ による reductionは Gと一致する. F ′ への Os-作用 γ′ : Os

∼= End(F ′)を, 補題
4.5 (i)により,

End(F ′) ∼= {ψ̃ ∈ End0(F ) ∼= L|ψ̃(T ′) ⊆ T ′} ∼= Os

で定める. つまり, x ∈ Os に対する γ′(x) ∈ End(F ′)は, γ′(x) ◦ α = α ◦ γ(x)を満たす uniqueな
元. 定義から, この作用により αは Os-linearになる. またこの式から Lie(γ′(x)) = Lie(γ(x)) = x

が出るので, 特に Fs は formal OK-module. この OK-作用が Gへのそれを liftしていることを示
す. 上の式の rκ による reductionを取ると,

rκ(γ′(x)) ◦ Πs = Πs ◦ rκ(γ(x))

を得る (ここで Πは (X 7→ Xq)で定まる Gの準同型). x ∈ OK であれば, γ や rκはOK-linearな
ので, 右辺は Πs ◦ [x]G = [x]G ◦ Πs と一致. 従って rκ(γ′(x)) = [x]G を得る. つまり F ′ は formal
OK-moduleとしての Gの lift. これで (F ′, γ′)が κに対する level sの quasi-canonical liftである
と分かった. Lubin-Tate理論により, T ′/T ∼= (π−sOK + OL)/OL の stabilizerは Gal(M̄/Ms)で
ある. F ′ は F をこれに対応する部分群で (Serreの公式により) 割って作っているので, このよう
に作った F ′ は As 上定義されることが分かる. これで後半の主張も示せた.

¤

torsorになること. transitivityを示す. α1 : F → F1, α2 : F → F2 をそれぞれ κに対する level s

の quasi-canonical liftとする. 命題 5.5 (ii)より, 任意の σ ∈ Gal(M̄/M) に対し, 下の図式を可換
にする同型 τ が存在する.

F
α1 // F1

τ

²²
F = Fσ

ασ
2

// Fσ
2

reductionを取ると, α1, α2 がともに strictなことから τ は ∗-同型と分かる.
freenessを示す. α : F → F ′ を level sの quasi-canonical liftとし, σ ∈ Gal(M̄/M)に対して ∗-
同型 τ : F ′ ∼= (F ′)σ が存在したとする. このとき, 二つの射

F
α // F ′ τ // (F ′)σ

F
ασ

// (F ′)σ
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は reduction して一致するので, rigidity よりもともと一致している. 従って命題 5.5 (ii) より,
σ ∈ Gal(M̄/Ms)とわかる.

¤

Os-同型の存在. κ, κ′ に対する canonical liftを F , F ′, level sの quasi-canonical liftを Fs, F ′
s

で表す. 対応する minimal superlatticeを, T = OL · t ⊆ Ts = (π−sOK + OL) · t, T ′ = OL · t′ ⊆
T ′

s(π
−sOK + OL) · t′ とする.

canonical liftの構成のしかたより, OL-同型 τ : F ∼= F ′が存在する. この同型による t′の逆像を

a · t ∈ T と書く (a ∈ O×
L ). すると, a · τ : F → F ′による T ′

sの逆像は Tsと一致する. 従って, 下の
図式を可換にする OK-linearな同型 τs が存在.

F
a //

²²

F
τ // F ′

²²
Fs τs

// F ′
s

これがOs-作用と可換なことは, epimorphism F → Fsとの合成がOs-linearであることから分かる.

¤

最後の主張. T ′ = T (F ′), V ′ = V (F ′)とおく. このとき γ′ が定める作用により V ′ は 1次元の
L-ベクトル空間になっている. T ′′ ⊆ T ′ を, T ′ に入る最大の OL-latticeとすると, ある T ′′ の生成

元 t′′ ∈ T ′′ を取れば, T ′ = (π−sOK + OL) · t′′ と書ける.
α : F ′′ → F ′ を, sublattice T ′′ ⊆ T ′ が定める strict isogeny とする. V (α)−1(T (F ′))/T (F ′′) ∼=

T (F ′)/Im(T (F ′′)) = T ′/T ′′ は cyclicだから, αは minimal isogenyでもある. αが strictであり
F ′ ⊗ON ,r k = Gだから, F ′′⊗ON ,r = Gとなる. 以下, 埋め込み κ : L → Dで, rκ = rかつ F ′′が κ

に対する canonical liftとなるようなものを構成することを考える.
F ′′ への OL-作用 γ : OL

∼= End(F ′′)が, 補題 4.5 (ii) により,

End(F ′′) ∼= {x ∈ End0(F ′) ∼= L | xT ′′ ⊆ T ′′} ∼= OL.

で定まる. つまり a ∈ OL に対する γ(a) ∈ End(F ′′)は, 条件

γ′(πs) ◦ α ◦ γ(a) = γ′(πsa) ◦ α

で uniqueに定まる元. F ′ の Lieに関する仮定から, この作用 γ : OL
∼= End(F ′′)も Lie(γ(a)) =

a ∈ L ⊆ ON を満たす. 次に, x ∈ OK に対する作用 γ(x)の rによる reductionを考える. F ′ は G

の formal OK-moduleとしての liftなので r(γ′(x)) = [x]Gを満たす. Gは Lubin-Tateの reduction
だから, OK-作用は Πと可換. 従って, 上の式より

Πs ◦ [πs]G ◦ r(γ(x)) = [πs]G ◦ Πs ◦ r(γ(x)) = r(γ′(πsx)) ◦ Πs = [πsx]G ◦ Πs = Πs ◦ [πsx]G

を得る. 従ってここから, x ∈ OK なら r(γ(x)) = [x]G とわかる. とくに, F ′′ は G の formal
OK-moduleとしての liftとなっている.
そこで, κ : L → Dを, 次の可換図式の上側の合成射として定める.

OL
γ //

can.
$$IIIIIIIII End(F ′′)

Lie

²²

r // End(G) = OD

Lie

²²
ON r

// k
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すると, この図式の下側の合成射が κが定める reduction map rκ : OL → kとなる. つまり rκ = r.
この写像 κで Gを formal OL-moduleと思うと, 定義から (F ′′, γ)は κに対する canonical liftに
なっている.

¤

注 10.4 上の定義とはじめに述べた定義が「一致」することを示す. つまり, (F ′, γ′)が上の意味で
quasi-canonical liftになるような κが存在することと, はじめに述べた意味で quasi-canonical lift
になるような κが存在することが同値であることを証明する.

α : F → F ′ が上に述べた意味での κの quasi-canonical liftだとする. F ′ が条件 (Lie)を満たす
ことは既に述べた. 条件 (End)を確かめる. αが Os-linearだったので, 任意の x ∈ Os に対し

α ◦ [x]F = [x]F ′ ◦ α

を満たしている. これを rκ で reductionすると

Πs ◦ κ(x) = rκ([x]F ′) ◦ Πs

となる. κ = ad(dΠn) ◦ κLT とおく. このとき, ds = ΠsdΠ−s とすると,

rκ([x]F ′) = ad(ΠsdΠn) ◦ [x]G = ad(dsΠn) ◦ [σs
L/K(x)]G

となる (Πで挟むと σL/K が出て来るのは Lubin-Tate作用の reductionとして得られる, Gにもと

もと入っているOL-作用 κLT(x) = [x]Gだけで, 一般の κから定まるGへのOL-作用に関しては成
り立つかどうかわからないことに注意). ここで κ′ = ad(dsΠn) ◦ κLT とおけば, rκ′ = rκ であるの

で, 上の式は (F ′, γ′)が κ′ に対する (End)の条件を満たすことを表している.
逆に, (F ′, γ′)がある κに対して (Lie), (End)の条件を満たしたとする. これが適当に κを取り

換えたときに上の意味で quasi-canonical liftになることは, 定理 10.3の最後の主張を r = rκ に適

用すれば従う.
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