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概 要

局所体上の古典的な分岐理論が剰余体非完全の完備離散付値体に一般化できることが Abbes-
齋藤によって発見された. また, 彼らの手法を用いると, 完備離散付値環の分岐だけでなく, より
特異性の悪い環 (完備離散付値環上有限平坦完全交差な環) の分岐の度合いも計ることができる.
有限平坦群スキームの affine環はそのような環の一種であり, このあたらしい分岐理論によって,
これまで 1次元の場合でしか証明できなかった有限平坦群スキームの諸性質を高次元化すること
が可能になった. 本稿では Abbes-齋藤による分岐理論と, その有限平坦群スキームへの応用につ
いて概説する. 1

1 古典理論の復習

1.1 完備離散付値体の拡大

K を完備離散付値体, OK をK の整数環, mK を極大イデアル, π = πK を素元とする. 本稿では
剰余体 k := OK/mK の標数は p > 0であるとする. K の離散付値 vK を, vK(π) = 1と normalize
して考える. vK の, K の分離閉包 Ksep 上への拡張も同じ記号で表す. さらに, 実数 0 < θ < 1を
fixし, x ∈ Ksep に対し |x| := θvK(x) とおく.

L/K を完備離散付値体の有限次分離拡大とする. e(L/K) = vL(π)を L/K の分岐指数, Lの剰

余体 lの k上の拡大次数 f(L/K) = [l : k]を L/K の剰余次数と呼ぶ. このとき, 整数環OLは有限

生成 OK 加群で, Lにおける OK の整閉包と一致し, 等式

[L : K] = e(L/K)f(L/K)

が成立するのだった ([16, Chapter II]).

定義 1.1 • 完備離散付値体の有限次分離拡大L/Kが不分岐 (unramified)であるとは, e(L/K) =
1かつ l/kが分離拡大であること.

• L/K が完全分岐 (totally ramified) であるとは, l = kであること.

• L/K が従順分岐 (または馴分岐, tamely ramified) であるとは, p - e(L/K)かつ l/k が分離

拡大であることを言う. そうでないとき, L/K は野性分岐 (または暴分岐, wildly ramified)
であると言われる.

1文中, 敬称は省略させて頂きました.
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• L/K が獰猛分岐 (fiercely ramified) であるとは, l/kが分離拡大ではないこと.

さらに, L/K を Galois拡大とし, G = Gal(L/K)とする. s ∈ Gの Lへの作用は OL やmL へ

の作用を引き起こす. そこで, 整数 i ≥ 0に対し,

Gi := Ker(G → Aut(OL/mi+1
L ))

= {s ∈ G |全ての x ∈ OLに対し, s(x) ≡ x mod mi+1
L }

とおき, これを L/K の第 i下付き分岐群 (i-th lower numbering ramification group) と呼ぶ. 特に
G0 = {s ∈ G |全ての x ∈ OLに対し, s(x) ≡ x mod mL} のことを惰性群 (inertia subgroup)と言
うのだった. これらは Gの減少フィルトレーションを定めている. つまり

G = G−1 ⊇ G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gi ⊇ Gi+1 ⊇ · · · .

さらに, 十分大きい iで Gi = 0となることもすぐに分かる. また, G0 の p-Sylow部分群は L/K

の野性分岐群 (または暴分岐群, wild inertia subgroup) と呼ばれる. K の絶対 Galois群 GK :=
Gal(Ksep/K)の部分群

IK := {s ∈ GK |任意の有限次 Galois拡大 L/K に対し, s|L ∈ Gal(L/K)0}

:= Ker(GK → Autk(ksep)),

PK := {s ∈ GK |任意の有限次 Galois拡大 L/K に対し, s|L ∈ (Gal(L/K)0 の p-Sylow部分群)}

も, それぞれ惰性群, 野性分岐群と言う. 全射 GK → Gal(L/K)によるこれらの像が L/K の惰性

群, 野性分岐群である.
下付き分岐群の重要な性質として,部分と両立することが挙げられる. つまり, H = Gal(L/K ′) ⊆

G = Gal(L/K)に対し, 定義から
Hi = H ∩ Gi

が成り立つことが分かる.

1.2 下付き分岐群の構造定理

1.3 整数環の単生成性

以上の準備のもとで, 剰余体 kが完全な場合の分岐理論を [16, Chapter IV]に沿った形で復習し
ておく. kが完全体の場合, 次の事実が分岐群の解析を著しく容易にしていた.

補題 1.2 K の剰余体 kが完全であるとする. L/K を完備離散付値体の有限次分離拡大とすると,
整数環 OL は OK 上単生成. つまり, ある x ∈ OL が存在して OL = OK [x].

証明. l/kは分離的なので, l = k(x̄)となる x̄ ∈ lが存在. x̄の OL への lift xを取ると,

{πi
Lxj | 0 ≤ i < e(L/K), 0 ≤ j < f(L/K)}

が OL の OK 上の基底になっていることがすぐ分かる. そこで, R(x) が L の素元となるような

monicな多項式 R(X) ∈ OK [X]が存在するように x̄の lift xを取り換えられれば補題が示せる.
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R̄(X) ∈ k[X]を x̄の k上の最小多項式とし, R(X)をその OK [X]へのmonicな liftとする. 定
義から R(x) ∈ mLであり, vL(R(x)) = 1のときは xが条件を満たす. vL(R(x)) ≥ 2であるとする
と, 任意の h ∈ mL \ m2

L に対して x + h (これも x̄の lift である) が条件を満たす. 実際,

R(x + h) = R(x) + hR′(x) + h2b, b ∈ OL

と書けるが, l/kが分離的であることからR′(x̄) 6= 0であり, R′(x)はOLの可逆元だと分かる. 従っ
て vL(R(x + h)) = 1.

¤

注 1.3 kが完全でない場合, 補題 1.2には反例がある. 例えば, k = Fp(x, y) (Fp上の二変数有理関

数体) は完全体ではないが,

K := Fp(x, y)((T )) (k上の Laurent巾級数体)

L := K[X,Y ]/(Xp − TX − x, Y p − TY − y)

と置くとL/Kは完備離散付値体の有限次分離拡大であり,次数よりLの剰余体は l = Fp(x1/p, y1/p)
となる. 拡大 l/kは単拡大ではないことが示せるので, OL も OK 上単生成ではありえない.

¤

さらにL/KをGalois拡大, G = Gal(L/K)をGalois群とする. kが完全であるとし, OL = OK [x]
とする. このとき, 定義から,

s ∈ Gi ⇐⇒ vL(s(x) − x) ≥ i + 1

が成り立つ. そこで関数 iG : G → Zを

iG(s) := vL(s(x) − x)

で定義する. 容易に分かるように, この関数 iGは生成元 xの取り方によらない類関数になっている.

1.4 分岐群の構造定理

以下しばらく, K の剰余体 kは完全であると仮定する. L/K を完備離散付値体の有限次 Galois
拡大, G = Gal(L/K)とする. 体の拡大 l/k は分離的だから, Lの中での K の最大不分岐拡大M

の剰余体は lであるが, 定義から分岐群 G0, G1, · · · は L/K で考えても L/M で考えても変わらな

いことが分かる. 従って (kが完全の仮定のもとでは), 分岐群を調べる際に L/K は完全分岐であ

るとしてもよい. この場合, OL = OK [πL]である.
Lの単数群 UL = O×

L の減少フィルトレーションを

U0
L := O×

L , U i
L := 1 + mi

L (i ≥ 1)

で定義する. これらは次のような次数商を持つ.

• i = 0のとき,

U0
L/U1

L
∼= l×

a 7→ a mod mL
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• i ≥ 1のとき,

U i
L/U i+1

L
∼= mi

L/mi+1
L

a mod U i+1
L 7→ a − 1 mod mi+1

L

さらにmi
L の生成元 tを選ぶごとに, 次のような同型を得られる.

mi
L/mi+1

L
∼= l

λ · t mod mi+1
L ←[ λ

剰余体完全の場合, このフィルトレーションと下付き分岐群を比べることによって分岐群の構造を
調べる事ができた. 実際, i ≥ 0に対し

s ∈ Gが Gi に入る⇐⇒ vL(s(πL) − πL) ≥ i + 1

⇐⇒ s(πL)/πL ∈ U i
L

であるので, 単射準同型

θi : Gi/Gi+1 → U i
L/U i+1

L

s 7→ s(πL)/πL

を得る (θi が素元 πL の取り方によらないことも容易にわかる). ここから次のことが従う.

• 各次数商 Gi/Gi+1 は Abel群.

• G0/G1 は位数が pと素な巡回群.

• i ≥ 1のときは, Gi/Gi+1 は pで消える Abel群.

• G1 は p群. 従って, G1 は Gの野性分岐群と一致し, G0 や G1 は可解群.

1.5 上付き分岐群

これまでは K の有限次 Galois 拡大の Galois 群の分岐群を調べて来たが, K の絶対 Galois 群
GK := Gal(Ksep/K)にも同様の分岐群を定義したい. つまり, GK の正規部分群 GK,i で, 任意の
有限次 Galois拡大 L/K に対し,

Gal(L/K)の第 i分岐群 = Im(GK,i ⊆ GK → Gal(L/K))

となるようなものを構成したい. そのためにはGi ⊆ G = Gal(L/K)の構成が商と両立していなけ
ればならない. すなわち, K ′/K を L/K に含まれる Galois拡大, H = Gal(L/K ′)とするとき,

(G/H)i = Im(Gi ⊆ G → G/H) = GiH/H

が成立しなければならない. ところが下付き分岐群はこれを満たさないので, GK に高次分岐群を

定義するためには Gal(L/K)における別の分岐フィルトレーションを考える必要がある. これが
上付き分岐群と呼ばれる分岐群であり, K の剰余体が完全である場合, 古典的には Herbrand関数
ϕL/K , ψL/K を使って下付き分岐群の番号を付け変えることで定義されていた.
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1

[G0:G1+i1
]-1

[G0:G1+i2
]-1

[G0:G1+i3
]-1

i1 i2 i3 i4-1

図 1: Herbrand関数 v = ϕL/K(u).
ただし G0 = · · · = Gi1 ) G1+i1 = · · · = Gi2 ) G1+i2 = · · · とし, 各切片の下には傾きを記した.

定義 1.4 K を剰余体完全な完備離散付値体, L/K を完備離散付値体の有限次 Galois拡大, G =
Gal(L/K)とする.

• 関数 ϕL/K : R≥−1 → R≥−1 を次のように定義する.

– u ≥ 0のときは,

ϕL/K(u) :=
∫ u

0

dt

[G0 : Gt]
.

ただし, t ∈ R≥0 に対し, n ≥ tなる最小の整数 nを取るとき, Gt := Gn と定める.

– −1 ≤ u ≤ 0のときは,
ϕL/K(u) := −u.

v = ϕL/K(u)は連続, 単調増加, 上に凸な折れ線関数である.

• ϕL/K の逆関数を u = ψL/K(v)とおく.

• v ∈ R≥0 に対し, L/K の第 v上付き分岐群 (v-th upper numbering ramification group) Gv

を次のように定める;
Gv := GψL/K(v).

• {Gv}v∈R≥0 は Gの減少フィルトレーションを定めるが, これは L/K の上付き分岐フィルト

レーションと呼ばれる.

つまり, 上付き分岐群は, 下付き分岐群と出て来る群は同じだが, その番号の付け方を変えている,
と言うことである. 従って, 定義と下付き分岐群に関して行った考察から次の主張が従う.

• G0 は惰性群であり, 十分大きい vに対して Gv = 0.

• Gv+ = ∪v′>vGv′
とおくと, G0+ は p群.

5



• 次数商 Gv/Gv+は有限個の vを除いて 0. 次数商が 0にならないような vを上付き分岐フィル

トレーション {Gv}v∈R≥0 の jumpと言う. gap, break などとも言う. このとき, {Gv}v∈R≥0

の jumpは Q≥0 の元.

• 次数商 G0/G0+ は位数が pと素な巡回群で, v > 0における次数商は pで消える Abel群.

• G0+ は野性分岐群と一致.

さらに, 上付き分岐群が商と両立することを示すことができる. つまり, 次の定理が成り立つ (証明
は [16, Chapter IV, §3]を参照. ただし, 第 4節で Abbes-齋藤による別証明を与える).

定理 1.5 H を G = Gal(L/K)の正規部分群とすると,

(G/H)v = GvH/H.

¤

そこで, K の絶対 Galois群 GK に対しても, 第 v上付き分岐群を

Gv
K := {s ∈ GK |任意の有限次 Galois拡大 L/K に対し, s|L ∈ Gal(L/K)v}

と定めれば, これが
Gal(L/K)v = Im(Gv

K ⊆ GK → Gal(L/K))

を満たす GK の正規部分群になっている.

1.6 Hasse-Arfの定理, Artin導手と Swan導手

K の剰余体が完全の場合, 上のように定義された上付き分岐群に関して次の重要な定理を示すこ
とができる (証明は [16, Chapter V]を参照).

定理 1.6 (Hasse-Arf) Kを剰余体が完全な完備離散付値体, L/Kを完備離散付値体の有限次Abel
拡大とし, G = Gal(L/K) とおく. このとき, 上付き分岐フィルトレーション {Gv}v∈R≥0 の jump
は非負整数.

¤

一般に, L/K を有限次分離拡大とするとき,

cK(L) := 1 + inf{v ∈ R≥0 | Gv
K ⊆ GL}

を L/K のArtin導手 (Artin conductor)と言う (記号は standardなものではない) が, Hasse-Arf
の定理は特に, Abel拡大 L/K の Artin導手が非負整数であることを主張している.
この定理の応用を述べるために, GK の連続表現の分岐の様子を計る大事な不変量を定義する (詳
細は [16, Chapter VI], [15, 19章]を参照).
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定義 1.7 • L を K の Galois 拡大, G = Gal(L/K) とする. このとき, L/K の Artin 指標

(Artin character) を次のように定義する.

aL/K(s) :=





0 (s /∈ G0)
−f(L/K)iG(s) (s 6= 1 ∈ G0)
f(L/K)

∑
s 6=1∈G0

iG(s) (s = 1).

L/K の Swan指標 (Swan character)も同様に定義する;

swL/K(s) :=





0 (s /∈ G0)
−f(L/K)(iG(s) − 1) (s 6= 1 ∈ G0)
f(L/K)

∑
s 6=1∈G0

(iG(s) − 1) (s = 1).

これらは類関数であることが定義から分かる.

• GK のC係数の有限次元連続表現 V を考える. このときGK → Aut(V )はある有限次Galois
拡大 L/K の Galois群を factorする. そこで, χV で V の指標を表すとき,

ArtK(V ) := (aL/K , χV ) :=
1

[L : K]

∑

s∈G

aL/K(s)χV (s−1)

SwK(V ) := (swL/K , χV ) :=
1

[L : K]

∑

s∈G

swL/K(s)χV (s−1)

とおくとこれらは Lの取り方によらないことが分かる. これらをそれぞれ, V のArtin導手

(Artin conductor), Swan導手 (Swan conductor)と呼ぶ.

これらは具体的には次のような量であり, a prioriには Q≥0 の元である.

ArtK(V ) =
∞∑

i=0

1
[G0 : Gi]

dim(V/V Gi)

SwK(V ) =
∞∑

i=1

1
[G0 : Gi]

dim(V/V Gi)

また, V が一次元表現の場合は, Ker(GK → Aut(V ))に対応する K の有限次 Abel拡大を Lとお

くと, Artin導手の間の等式 ArtK(V ) = cK(L) が成立する. さらに,

ArtK(V )
SwK(V )

}
= 0 ⇐⇒ GKの V への作用が

{
不分岐

従順

であり (PK が自明に作用することを, GK 作用が従順 (tame)であると言う), 従って Artin導手と
Swan導手はそれぞれ, V の分岐と野性分岐を計る量であることが分かる. 一方, Hasse-Arfの定理
と Brauer induction ([15, 10章, 定理 19]) を組み合わせると, 次の系を示すことができる.

系 1.8 ArtK(V ), SwK(V )は非負整数.

¤

このことから, 有限次Galois拡大 L/KのArtin指標や Swan指標がG = Gal(L/K) のある有限次
元連続表現の指標であることも分かる (この表現をそれぞれArtin表現, Swan表現と言う).
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この整数 ArtK(V )を使うと, Artin L関数の関数等式に現れる係数 (の指数部分) を分岐の言葉
で書き表すことができる (詳細は [6]を参照). F を代数体, GF = Gal(F̄ /F )を F の絶対Galois群
とする. GF の C係数有限次元連続表現 V に対し, V のArtin L関数 L(V, s)を次のように定義
する.

L(V, s) :=
∏

v<∞
det(1 − Frobvq−s

v | V Iv )−1,

ただし, sは複素変数で, vは F の有限素点を走り, qv は vの剰余体 k(v)の位数, Iv は Fv の惰性

群 (F 上の埋め込み F̄ → F̄v をひとつ fixして, これにより Iv をGF の部分群だと思う), Frobv は

k(v)の geometric Frobenius (つまり, k(v)の自己同型で x 7→ x−qv で定まるもの). a prioriには
L(V, s)は Re(s) > 1で絶対収束するが, より強く L(V, s)が全平面に有理型に解析接続されること
も示せる (Brauer inductionと Hecke theoryの帰結). V が non-trivialな既約表現なら L(V, s)は
整関数であると予想されている (Artin予想).
さらに,

Λ(V, s) := L(V, s) × (V の無限素点への制限の様子から決まる Γ因子)

とおくと, Λ(V, s)は次の形の関数等式を満たす.

Λ(V, s) = AB−sΛ(V ∗, 1 − s),

ただし V ∗ は V の反傾表現で, A,B ∈ C× は定数. このとき定数 A,B は次のような表示を持つこ

とが示せる.

A = (絶対値 1の複素数) · (f(V )|dF/Q|dim(V ))1/2

B = (f(V )|dF/Q|dim(V )),

ここで dF/Qは代数体 F の絶対判別式で |dF/Q|はその実絶対値, f(V )は各有限素点 vでの F の完

備化 Fv における V の Artin導手を掛け合わせたもの;

f(V ) :=
∏

v<∞
q
ArtFv (V |GFv

)
v .

2 Herbrand関数と幾何的連結成分

K を剰余体 k が完全であるような完備離散付値体, Lを K の n次完全分岐 Galois 拡大, G =
Gal(L/K)とする. 前節では Gの上付き分岐群を, Herbrand関数による下付き分岐群の番号付け
変えとして定義した. 本節では, 上付き分岐群の剰余体非完全な場合への一般化に向けて, まず剰
余体完全の場合の上付き分岐群を幾何的に解釈しなおすことを考える.

f(X) ∈ OK [X]を Lの素元 πL のK 上の最小多項式とし, f(X)の根を z1, . . . , zn と書く. この
とき, j ∈ R>0 に対し,

Xj(OL) := {x ∈ OKsep | vK(f(x)) ≥ j}

とおく. 以下, この集合Xj(OL)の “連結成分”全体の集合が Gの上付き分岐群と等価であること

を説明する.
定義から,

vK(f(x)) =
∑

k=1,...,n

vK(x − zk)
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である. そこで, vK(x− zk) (k = 1, . . . , n)の中で最も大きい値を取るのが vK(x− zi)だとすると,

vK(x − zk) = vK(x − zi + (zi − zk))

であるので,

vK(x − zi) ≤ vK(zi − zk) =⇒ vK(x − zk) = vK(x − zi)

vK(x − zi) > vK(zi − zk) =⇒ vK(x − zk) = vK(zi − zk)

となる. 従って,

vK(f(x)) =
∑

vK(x−zi)≤vK(zi−zk) なる k

vK(x − zi) +
∑

vK(x−zi)>vK(zi−zk) なる k

vK(zi − zk)

と書ける. この式と, z1, . . . , zn たちが G の作用で互いに移りあうことから, vK(f(x)) の値は
maxk=1,...,n vK(x − zk)の値にしかよらないことが分かる. そこで,

u = max
k=1,...,n

vK(x − zk) 7→ vK(f(x))

で定まる自然な関数 ϕ̃ : R≥0 → R≥0 を考える. 定義からこれは原点を通る連続な折れ線関数であ
る. u = maxk=1,...,n vK(x− zk) = vK(x− zi)に対し, 点 (u, ϕ̃(u))がグラフの直線部分にいるとす
るとき, この点での傾きは,

(u ≤ vK(zi − zk)なる kの個数) = ]{s ∈ G | vK(s(zi) − zi) ≥ u}

= ]{s ∈ G | vL(s(zi) − zi) ≥ e(L/K)u}

= ]Ge(L/K)u−1.

原点を通る連続な折れ線関数は直線部分の各点での傾きで決まるので, 等式

ϕ̃(u) = ϕL/K(e(L/K)u − 1) + 1

を得る. 従って, j = ϕ̃(u)の逆関数 u = ψ̃(j)は次のように書ける;

ψ̃(j) =
1

e(L/K)
(ψL/K(j − 1) + 1).

この関数 ψ̃(j)により, Xj(OL)を次の形に書き表すことができる.

Xj(OL) =
⋃

k=1,...,n

D(zk, θψ̃(j)).

ただし, z ∈ OKsep , r ∈ R≥0 に対し,

D(z, θr) := {w ∈ OKsep | |z − w| ≤ θr}.

一般に, s ∈ R≥0 に対し, OKsep 上の同値関係 ∼s を,

z ∼s z′ ⇐⇒ vK(z − z′) ≥ s

で定義する. この同値関係は次を満たす.

z ∼s z′ ⇐⇒ D(z, θs) = D(z′, θs)

z 6∼s z′ ⇐⇒ D(z, θs) ∩ D(z′, θs) = ∅
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従って, Rs を {z1, . . . , zn}/ ∼s の完全代表系とするとき,

Xj(OL) =
∐

zk∈Rψ̃(j)

D(zk, θψ̃(j)).

さてここで, {z1, . . . , zn} = {s(πL) | s ∈ G}であるが, s, t ∈ Gに対し,

s(πL) ∼ψ̃(j) t(πL) ⇐⇒ vK(s(πL) − t(πL)) ≥ ψ̃(j)

⇐⇒ vL(s(πL) − t(πL)) ≥ e(L/K)ψ̃(j) = ψL/K(j − 1) + 1

⇐⇒ vL(s−1t(πL) − πL) ≥ ψL/K(j − 1) + 1

⇐⇒ s−1t ∈ GψL/K(j−1) = Gj−1

となる. つまり, Rψ̃(j)
∼= G/Gj−1 であり, Xj(OL)は

Xj(OL) =
∐

s∈G/Gj−1

D(s(πL), θψ̃(j))

と分解する. 各々のD(s(πL), θψ̃(j))は円板の類似なので “連結”であると思うことにすると, この
分解は, Xj(OL)の “連結成分”全体の集合 π0(Xj(OL))が Gの上付き分岐群による商G/Gj−1と

同一視できることを意味している.
さらに, 定義から f(X)の根 z1, . . . , zn はXj(OL)の元であることに注意する. 全単射

G → HomOK -alg.(OL, Ksep) ∼= (f(X)の根全体)

s 7→ s(πL)

と写像

HomOK -alg.(OL,Ksep) → π0(Xj(OL))

zk 7→ (zk のいる “連結成分”)

の合成を考えると, この合成写像は上の同一視のもとで標準写像 G → G/Gj−1 と一致する. こ
こで, Xj(OL), 従って π0(Xj(OL)) には定義から G が作用しているが, いま示したことから,
(πL のいる連結成分) ∈ π0(Xj(OL)) の G 作用による固定部分群として上付き部分群 Gj−1 が復

元できることが分かった.
以上の考察を踏まえて, Kの剰余体 kが非完全の場合にも上付き分岐群を定義するためのAbbes-
齋藤によるアイデアを述べる. Lを K の有限次 Galois拡大, G = Gal(L/K) とする. この場合,
OL は OK 上単生成ではないので, 一般には

OL
∼= OK [T1, . . . , Tr]/(f1, . . . , fs), fi(T1, . . . , Tr) ∈ OK [T1, . . . , Tr]

と言う形に書けている. そこで, 集合

Xj(OL) :=





(t1, . . . , tr) ∈ Or
Ksep

∣∣∣∣∣∣∣∣

vK(f1(t1, . . . , tr)) ≥ j
...

vK(fs(t1, . . . , tr)) ≥ j





に対し, その “連結成分”全体の集合 π0(Xj(OL))と, 写像

G ∼= HomOK -alg.(OL,Ksep) = (f1, . . . , fsの共通零点) → π0(Xj(OL))

t = (t1, . . . , tr) 7→ (tのいる “連結成分”)

10



とを考え, この写像による単位元の像の固定部分群を, Gの第 j上付き部分群と定義すればよい. 実
際にこのアイデアに従うと商と両立する分岐フィルトレーションが定義できることを第 4節で説明
する.
ただし, 円板D(z, θr)は p進位相では全不連結なので, これが連結に見えるような別の位相で連
結成分を考えなければならない. 次節で説明する, Affinoid多様体上の Zariski 位相はこのような位
相のひとつである.

3 Affinoid多様体

K を完備離散付値体とする. K 上の r次元の Tate algebraを

K〈T1, . . . , Tr〉 := (OK [T1, . . . , Tr]∧) ⊗OK
K

で定義する. ただし ∧は π進完備化. 定義から,

K〈T1, . . . , Tr〉 =



f =

∑

i1,...,ir≥0

ai1,...,irT
i1
1 · · ·T ir

r

∣∣∣∣∣∣
ai1,...,ir ∈ K

lim
i1+···+ir→∞

|ai1,...,ir | = 0



 ⊆ K[[T1, . . . , Tr]].

Tate algebra K〈T1, . . . , Tr〉上にはGaussノルム

|f | := max
i1,...,ir

|ai1,...,ir |

が入り, この位相でK-Banach algebraになる (以下, 詳細は [5]を参照).
Tate algebra の剰余環と同型な K-algebra を K-affinoid algebra と言う. このような環は

Noetherな Jacobson環であることが示せる. K-affinoid algebra A = K〈T1, . . . , Tr〉/Iは, residue

ノルム

|a| := inf
f∈K〈T1,...,Tr〉, f 7→a

|f |

によりK-Banach algebraの構造を持つ.
K-affinoid algebra A に対し, 組 Sp(A) := (Spm(A), A)を K-affinoid多様体と言う. 底空間

Spm(A)には Zariski位相を入れる.
K-affinoid多様体 X = Sp(A)と, 完備離散付値体の有限次分離拡大 L/K に対し, 完備テンソ
ル積 A⊗̂KLは L-affinoid algebraになることが分かる. これが定める L-affinoid多様体は XL :=
Sp(A⊗̂KL)と書かれる. X の連結成分の集合を π0(X)と書き, X の幾何的連結成分の集合を

π0(XKsep) := lim←−
L/K：有限次分離

π0(XL)

で定義する.

例 3.1 (i) A = K〈T1, . . . , Tr〉の場合, K-affinoid多様体 Sp(A)のKsep 値点は

Homcont.
K-alg(A,Ksep) = {(t1, . . . , tr) ∈ Or

Ksep | vK(ti) ≥ 0 (i = 1, . . . , r)}

= D(0, 1)r.
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(ii) j ∈ Q>0 に対し, j = k/l (k, l ∈ Z>0)と表す. このとき,

A0 := (OK [T1, . . . , Tr, X1, . . . , Xr]/(πkX1 − T l
1, . . . , π

kXr − T l
r))

∧

= OK [T1, . . . , Tr,
T l

1

πk
, . . . ,

T l
r

πk
]∧,

A := A0 ⊗OK K

= K〈T1, . . . , Tr, X1, . . . , Xr〉/(πkX1 − T l
1, . . . , π

kXr − T l
r)

とおく. Aは定義からK-affinoid algebraであり, Sp(A)のKsep 値点は

Homcont.
K-alg(A,Ksep) = {(t1, . . . , tr) ∈ Or

Ksep | vK(ti) ≥ 0, vK(
tli
πk

) ≥ 0 (i = 1, . . . , r)}

= {(t1, . . . , tr) ∈ Or
Ksep | vK(ti) ≥

k

l
= j (i = 1, . . . , r)}

= D(0, θj)r.

どちらの例でも, 完備離散付値体の任意の有限次分離拡大 L/K に対し, A⊗̂KLは整域なので,
Sp(A)は絶対連結. つまり, この位相に関しD(0, 1)r やD(0, θj)r は確かに連結になっている.

4 Abbes-齋藤の分岐理論

4.1 管状近傍

L/K を完備離散付値体の有限次分離拡大とし, OK 上の OL の生成元を t1, . . . , tr とする. 生成
元を選んだことにより定まる全射

OK [T1, . . . , Tr] → OL

Ti 7→ ti

を考え, この核を I = (f1, . . . , fs)とおく. j = k/l ∈ Q>0 に対し,

Aj
K := K〈T1, . . . , Tr, X1, . . . , Xs〉/(πkX1 − f l

1, . . . , π
kXs − f l

s).

とおき, この全射の第 j 管状近傍 (j-th tubular neighborhood)を

Xj
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL) := Sp(Aj

K)

で定義する. これは K-affinoid多様体であり, 表示 j = k/lによらないことが示せる. また, その
Ksep 値点は

Xj
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL)(Ksep) =





(t1, . . . , tr) ∈ Or
Ksep

∣∣∣∣∣∣∣∣

vK(f1(t1, . . . , tr)) ≥ j
...

vK(fs(t1, . . . , tr)) ≥ j





となる (j /∈ Q のときは, この集合は affinoid 多様体にならないことに注意しておく). さらに,
Xj

K(OK [T1, . . . , Tr] → OL)の幾何的連結成分の集合 π0(X
j
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL)Ksep)が生成

元 t1, . . . , tr の取り方によらないことも示せるので,

F j(L) := π0(X
j
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL)Ksep)

12



と書く. 定義から F j(L)は, K の絶対 Galois群 GK が連続作用する有限集合である. このような
集合は有限 GK 集合と呼ばれる. さらに

F (L) := HomK-alg(L,Ksep) = HomOK -alg(OL,OKsep)

とおくと, F や F j は, K 上の有限 etaleスキーム全体のなす圏から有限 GK 集合の圏への共変関

手を定める. j′ > j に対しては, 管状近傍の自然な埋め込み

Xj′

K(OK [T1, . . . , Tr] → OL) → Xj
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL)

が関手の射 F j′ → F j を定めることも分かる. また, 写像

F (L) = (f1, . . . , fs の共通零点) → F j(L)

t = (t1, . . . , tr) 7→ (tのいる連結成分)

によって関手の射 F → F j が得られる.
以上で第 2節に述べたアイデアが正当化されたが, 実際は管状近傍 Xj

K(OK [T1, . . . , Tr] → OL)
の構成は全射

A := lim←−OK [T1, . . . , Tr]/In → OL

にしかよらない. このとき AはOK 上 formally smoothな完備Noether 局所環で, 上の全射は同型
A/rad(A) ∼= OL/mL を引き起こしている.
そこで, もっと一般に, 有限平坦OK-algebra Aと, OK 上 formally smoothな完備Noether半局
所環 A, OK-algebraの全射 A → Aで同型 A/rad(A) ∼= A/rad(A)を引き起こすもの, の三つ組に
対して第 j 管状近傍Xj

K(A → A)を定義する. すなわち, j = k/l ∈ Q>0, I = Ker(A → A)とおく
とき,

Ak,l
0 := A[

I l

πk
]∧ = A[

g

πk
| g ∈ I l]∧

Aj
K := Ak,l

0 ⊗OK
K

Xj
K(A → A) := Sp(Aj

K)

と定める. 幾何的連結成分 π0(X
j
K(A → A)Ksep)は Aのみによることが示せるので, これを F j(A)

と書く. F j はテンソル積と両立する. つまり, functorialな同型

F j(A ⊗OK
B) ∼= F j(A) × F j(B)

が存在する. さらに, さっきと同様に射

F (A) := HomOK -alg(A,OKsep) → F j(A)

が定義でき, 共変関手

F, F j : (有限平坦スキーム/OK) → (有限 GK 集合)

と関手の射 F → F j , F j′ → F j (j′ > j)を得る. さっきの F (L)や F j(L)は, 今回の記号だと
F (OL), F j(OL)と一致する.
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4.2 完全交差性と管状近傍

上付き分岐群の一般化について述べる前に, OK-algebra Aのよい拡大 B に対し, Aの管状近傍

と B の管状近傍との間によい被覆写像が存在する, と言うことを説明しておく.

定義 4.1 (i) Noether局所環Rが完全交差 (complete intersection)であるとは, 完備Noether正
則局所環 S と S の正則イデアル J とが存在して, Rの完備化が S/I と同型になること.

(ii) Noether環 Aと, Noether平坦 A-algebra B に対し, B が A上完全交差 (relative complete
intersection over A) であるとは, 任意の A の素イデアル p に対し, 幾何的ファイバー環
B ⊗A k(p)の各局所環が完全交差であること.

OK 上の有限平坦 algebraの間の平坦完全交差な射について, 次の補題が成り立つ.

補題 4.2 ([3], Lemma 1.2) A,Bを有限平坦OK-algebraで, OK-algebraの射 f : A → Bによっ

てBがA上平坦, 完全交差になるとする. このとき, 上のような全射A → A, B → BとOK-algebra
の有限平坦射 f : A → Bで, 次の図式を cartesianにするものが存在.

A −−−−→ A

f

y
yf

B −−−−→ B

¤

定義から (f, f)はK-affinoid多様体の射

f j : Xj
K(B → B) = Sp(Bj

K) → Xj
K(A → A) = Sp(Aj

K)

を引き起こすが, 図式から Bj
K = B ⊗A Aj

K であるので, f j はK-affinoid多様体の有限平坦射だと
分かる.
ところで,

F (A) = HomOK -alg(A,OKsep) ⊆ Xj
K(A → A)(Ksep) ∼= Homcont.

OK -alg(A
j
K , Ksep)

の像は, I = Ker(A → A)と書くとき

g : Aj
K → Ksep, g(I) = 0

なる連続写像と同一視できる. この元が定める点 y ∈ Xj
K(A → A)(Ksep)の f j による逆像は,

h : Bj
K → Ksep, h(IB) = 0

なる連続写像全体と同一視される. 従って

(f j)−1(F (A)) = F (B) ⊆ Xj
K(B → B)(Ksep)

が分かった. このことから次の補題を得る.

補題 4.3 B を有限平坦完全交差な OK-algebraとすると, F (B) → F j(B)は全射.
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証明. Bは局所環であるとしてよい. すると上の補題でA = OK , A = OK [[T1, . . . , Tr]], A → Aは

各 Ti を 0に移す射, とできる. 管状近傍の射は

f j : Xj
K(B → B) → Xj

K(A → A) = D(0, θj)r

であり, targetが連結なので, sourceの各連結成分においてこの有限平坦射 (ゆえに開かつ閉射) は
全射. 従って (f j)−1((0, . . . , 0)) = F (B)は各連結成分と交わる.

¤

さらに, j を動かしてXj
K(B → B)をアニュラス上の familyと思うことにより, 次の補題を示すこ

とができる.

補題 4.4 ([2], Theorem 5.1) Bを有限平坦完全交差なOK-algebraとすると, {F j(B)}j∈Q>0 の

jumpは Q≥0 の元.

¤

4.3 上付き分岐群の一般化

定理 4.5 ([2]) GK の正規部分群Gj
K からなる減少フィルトレーション {Gj

K}j∈Q>0 が存在して次

を満たす ; K の任意の有限次分離拡大 Lに対し functorialな全単射

F j(L) ∼= F (L)/Gj
K

が存在.

¤

この Gj
K のことを, GK の (non-log) 第 j 上付き分岐群と言う. これを使って, 有限次 Galois拡大

L/K に対し,
Gal(L/K)j := Im(Gj

K ⊆ GK → Gal(L/K))

と定めれば, 定義からGal(L/K)j は商と両立する. 第 2節で述べたことにより, K の剰余体が完全

である場合には

Gj
K = Gj−1

K,classical

となっている. ただし右辺は Herbrand関数を使って定義した古典的な上付き分岐群 (つまり, 上
の定理から第 1節で定義した上付き分岐群が商と両立することが従う). 一方, K の剰余体が非完

全な場合は, 上付き分岐フィルトレーション {Gal(L/K)j}j∈Q>0 が下付き分岐フィルトレーション

{Gal(L/K)i}i∈Z≥0 の番号の付け変えでは書けない例が存在する.

性質 4.6 (i) ([2]) 0 < j ≤ 1ならGj
K は惰性群と一致. また, G1+

K = ∪j>1G
j
K (上の横線は閉包

を表す ) は野性分岐群と一致.

(ii) ([2]) 有限次 Galois拡大 L/K に対しては, {Gal(L/K)j}j∈Q>0 の jumpは Q≥0 の元であり,
j が十分大きければ Gal(L/K)j = 0.

(iii) ([3]) K の標数が 0のときは pがK の素元ではないと仮定する. このとき, j > 1に対し次数
商 Gal(L/K)j/Gal(L/K)j+ は可換な p群.

¤
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4.4 定理 4.5の証明の概略

関手

F : (有限 etaleスキーム/K) → (有限集合)

Spec(L) 7→ HomK-alg.(L, Ksep)

は, F (L)への自然な GK 作用によって圏同値

F : (有限 etaleスキーム/K) ∼= (有限 GK 集合)

を引き起こす. このような圏と関手の組を, 一般に Galois categoryと言う.

定義 4.7 (詳細は [12]を参照) C を圏, F : C → (有限集合)を関手とする. (C, F )がGalois cat-

egoryであるとは, profinite群Gが存在して, 任意のX ∈ Cに対して F (X)にはGが連続作用し,
この作用によって F が圏同値

F : C ∼= (有限 G集合)

を引き起こすこと.

一方補題 4.3より関手の射 F → F j は, 任意の Lに対し F (L) → F j(L) を全射にする. 次の命
題は, このような関手の射からGK の正規部分群で条件を満たすものを構成できるための条件を与

えている.

命題 4.8 ([2], Proposition 2.1) Gを profinite群, F : C ∼= (有限 GK 集合)を Galois category
とする. 関手 F ′ : C → (有限 GK 集合)と関手の射 F → F ′ で, 次を満たすものが与えられている
とする.

(i) 任意のX ∈ C に対し, F (X) → F ′(X)は全射.

(ii) C における射 u : X → Y で F (u) : F (X) → F (Y )が全射になるものに対し, 図式

F (X) −−−−→ F ′(X)
y

y

F (Y ) −−−−→ F ′(Y )

は co-cartesian.

このとき, C′ を F (X) → F ′(X)が全単射となるような X ∈ C たちからなる C の full subcategory
とし, Gの正規部分群N を

N :=
⋂

X∈C′

Ker(G → Aut(F (X)))

と定めると, F の C′ への制限

F |C′ : C′ → (有限 G/N 集合)

は Galois categoryで, 任意のX ∈ C に対して F (X) → F ′(X)は全単射

F (X)/N ∼= F ′(X)

を引き起こす.
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¤

あとはこの命題の条件をさっきの F → F j について確かめればよい. (i)は補題 4.3で示した. (ii)
を確かめる. 一般に, 有限GK 集合の全射 f : Z → X, g : Z → Y に対し, これらの双対ファイバー
積は Y/Rで与えられる. ここで, Rは Y × Y 上の同値関係で,

{(y, y′) ∈ Y × Y |ある z, z′ ∈ Z で, f(z) = f(z′)を満たすものが存在して, g(z) = y, g(z′) = y′}

が生成するもの. このことと F → F j の定義から, 次の主張を確かめればよいことが分かる.

E/Lを有限次分離拡大, B = OE , A = OLとする. BはA上平坦かつ完全交差なので,
補題 4.2の条件を満たす A → A, B → B が取れる. 管状近傍の間の有限平坦射

f j : Xj
K(B → B) → Xj

K(A → A)

を考える. y, y′ ∈ F (L)を, Xj
K(A → A)の同じ連結成分にいる二つの元とするとき,

x, x′ ∈ F (E)で, Xj
K(B → B)の同じ連結成分に属し, かつ f j(x) = y, f j(x′) = y′とな

るものが存在する.

この主張は, 補題 4.3の証明と同様に, f j が開かつ閉射であることから従う.

¤

4.5 有限平坦完全交差OK-algebraの導手

BをOK 上有限平坦かつ完全交差なOK-algebraで, B ⊗OK K がK 上 etaleであるものとする.
このとき,

c(B) := inf{j ∈ Q>0 | F (B) → F j(B) が全単射 }

を B の導手 (conductor) と呼ぶ. 補題 4.3, 4.4より, c(B) ∈ Q≥0 と分かる. LをK の有限次分離

拡大, B = OL とすると, この場合は

F (OL)/Gj
K

∼= F j(OL)

だったので,

c(OL) = inf{j ∈ Q>0 | HomK-alg.(L,Ksep)に Gj
Kが自明に作用 }

= inf{j ∈ Q>0 | Gj
K ⊆ GL}

となる. K の剰余体が完全の場合と同様に, この値を L/K のArtin導手と呼び, cK(L)で表す.

補題 4.9 Bを上のようなOK-algebra, LをK の有限次分離拡大とする. このとき, B ⊗OK
OLの

OL-algebraとしての導手 c(B ⊗OK OL)は e(L/K)c(B)に等しい.

証明. B → B を管状近傍を定義する時に取る全射とする. このとき B⊗̂OK
OL → B ⊗OK

OL も条

件を満たすので, 管状近傍Xj
L(B⊗̂OK

OL → B ⊗OK
OL)を定義でき,

X
je(L/K)
L (B⊗̂OKOL → B ⊗OK OL) = Xj

K(B → B)⊗̂KL

が成立することが分かる. 主張はここから従う.
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¤

補題 4.10 B1, B2を上のようなOK-algebraで, B1 ⊆ B2かつ B1 ⊗OK
K = B2 ⊗OK

K であるよ

うなものとする. このとき, c(B1) ≥ c(B2).

証明. 次の可換図式と導手の定義からただちに分かる.

F (B2) −−−−→ F j(B2)∥∥∥
y

F (B1) −−−−→ F j(B1)

¤

Bを上のようなOK-algebraとし, AをB⊗OK KにおけるOK の整閉包とする. このときA ⊆ B

は上の補題の条件を満たすから c(A) ≤ c(B)を得るが, さっき述べたことから, c(A)は B ⊗OK
K

の Artin導手に等しい. つまり, B の導手 c(B)は B の generic fiberへの Galois作用の分岐を上
から抑えている. 一般にGalois表現の分岐を上から評価することは難しい問題だが, 有限平坦完全
交差OK-algebraから来ているGalois 表現の場合はこのように Abbes-齋藤の導手で分岐を抑える
ことができる. 整閉包の構成は係数拡大と両立しないため, Artin 導手は係数拡大に対してよい振
舞いをしないが, Abbes-齋藤の導手は整数環以外の環についてもその分岐を計ることができ, 係数
拡大と両立している. そのため Abbes-齋藤の導手に関しては何らかの評価を比較的容易に得るこ
とができる. このようにして得られる分岐の評価は必ずしも良いものであるとは限らないが, B が

OK 上の有限平坦群スキームの affine環の場合はこの手法によって非常に良い評価が得られること
を第 5節で述べる.

4.6 log分岐群

これまでに定義したGK の上付き分岐群Gj
K とは別の, 上付き log分岐群と呼ばれる高次分岐群

Gj
K,log を定義する. こちらの分岐群は L/K の野性分岐を計ることに特化した分岐群だが, K の剰

余体が非完全な場合, 実は高次分岐群の正しい一般化はこちらの方である. 例えば, Hasse-Arfの定
理の類似は普通の (non-log) 分岐群ではなく log分岐群の方での成立が予想されている. この小節
では簡単に log分岐群の定義と性質を紹介する (本稿の目標である有限平坦群スキームへの応用に
関しては, non-logと logのどちらを考えても同じなので, log分岐群に関する詳細は述べないこと
にする. [2]を参照).

K の有限次拡大 Lに対し, OK 上の OL の生成元 t1, . . . , tr を取る. 前と同様に, 全射

OK [T1, . . . , Tr] → OL

Ti 7→ ti

とその核 I = (f1, . . . , fs)を考える. {t1, . . . , tr}には Lの素元が含まれていなけければならない

が, 部分集合 P ⊆ {1, . . . , r}を, {ti | i ∈ P}の中に Lの素元 tιが含まれ, かつ 0は含まれないよう
なものとする. e = e(L/K), ei = vL(ti)とおき, OL の可逆元

tei
πei

,
tem
n

ten
m

(m,n ∈ P)
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の上の全射による liftをそれぞれ gi, hm,n とおく. これらと j ∈ Q>0 に対し, K-affinoid多様体
Y j

K(OK [T1, . . . , Tr] → OL,P)を,

Y j
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL,P)(Ksep) =





t = (t1, . . . , tr) ∈ Or
Ksep

∣∣∣∣∣∣∣

vK(fi(t)) ≥ j (i = 1, . . . , r)
vK(tei − πeigi(t)) ≥ j + ei (i ∈ P)
vK(tem

n − ten
m hm,n(t)) ≥ j + emen

e (m,n ∈ P)





で定まるものと定義する (第 j-log管状近傍). このK-affinoid多様体の幾何的連結成分を

F j
log(L) := π0(Y

j
K(OK [T1, . . . , Tr] → OL,P)Ksep)

とおくと, これが Lにしかよらないことも示せる. 前と同様に関手の射 F → F j
log や F j′

log → F j
log

(j′ > j)も定義できる. 命題 4.8の条件を確かめることで, GK の正規部分群 Gj
K,log で

F (L)/Gj
K,log

∼= F j
log(L)

なるものが定まる. これを第 j上付き log分岐群 (j-th upper numbering logarithmic ramification
group)と言う. 有限次 Galois拡大 L/K に対する log分岐群 Gal(L/K)j

log も前と同様に定義する.
log管状近傍の定義は不自然に見えるかもしれないが, OL と OK [T1, . . . , Tr]に log構造

N → OL

1 7→ tι,

N × NP → OK [T1, . . . , Tr]

(1, 0) 7→ π

(0, ei) 7→ Ti

(ただし ei は標準基底) をそれぞれ入れたとき, log構造付きの全射 OK [T1, . . . , Tr] → OL に対し

て定まる自然な管状近傍になっている ([3]を参照).
log分岐群は次のような性質を持つ.

性質 4.11 (i) ([2]) G0+
K,log = ∪j>0G

j
K は野性分岐群と一致.

(ii) ([2]) 有限次Galois拡大 L/K に対しては, {Gal(L/K)j
log}j∈Q>0 の jumpはQ≥0の元であり,

j が十分大きければ Gal(L/K)j
log = 0.

(iii) ([3]) j > 0に対し次数商 Gal(L/K)j
log/Gal(L/K)j+

log は可換な p群.

(iv) ([13]) K の標数を pとする. このとき, j > 0に対し次数商 Gal(L/K)j
log/Gal(L/K)j+

log は p

で消える可換群.

注 4.12 性質 (iv)が混標数の場合でも成り立つことも, 齋藤によって announceされている.

log分岐群に関して, 次のことが予想されている.

予想 4.13 L/K が有限次 Abel拡大のとき, {Gal(L/K)j
log}j∈Q>0 の jumpは非負整数.

この予想は, K が等標数の場合は Xiao ([19])によって証明された.
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5 有限平坦群スキーム

次節で有限平坦群スキームの分岐理論を説明するのに先立って, この節では有限平坦群スキーム
について簡単に復習しておく. 詳細は例えば [17], [18]などを参照のこと.

5.1 群スキームの定義と例

定義 5.1 Sをスキームとし, Gを S上のスキームとする. Gが群スキームであるとは, S上の射の組

m : G ×S G → G (積構造), e : S → G (単位元), i : G → G (逆元)

が与えられていて, 群の公理に出て来る可換図式を満たすこと.

可換図式は例えば次のようなものである. 左のものは群の結合法則を, 右のものは単位元を掛ける
写像が恒等写像であることを意味している.

G ×S G ×S G m×id−−−−→ G ×S G S ×S G e×id−−−−→ G ×s G
id×e←−−−− G ×S S

id×m

y
ym o

x
ym

xo

G ×s G −−−−→
m

G G G G

このとき, S 上の任意のスキーム T に対し, G の T 値点の集合 G(T )には自然に群構造が入る. G
が可換であるとは, 任意の T に対し G(T )が Abel群であること. これは次の図式の可換性と同値.

G ×S G (g,g′)7→(g′,g)−−−−−−−−→
∼

G ×S G

m

y
ym

G G

以下, 本稿では可換な群スキームしか考えない.
S上の群スキーム G, Hの間の準同型は, S上のスキームの射でその群構造と可換なもの, として
定める. G の N 倍写像とは, 次のようにして定まる群準同型 [N ] : G → G のこと.

G −−−−→
N︷ ︸︸ ︷

G ×S · · · ×S G m×id×···id−−−−−−−→
N−1︷ ︸︸ ︷

G ×S · · · ×S G −−−−→ · · · −−−−→ G ×S G m−−−−→ G

ただし一番左の矢は対角射.
G が S 上の群スキームなら, 任意の S 上のスキーム T に対しファイバー積 G ×S T は自然に T

上の群スキームの構造を持つ. G がスキームとして連結 (resp. 正則, 正規……) なとき, G は連
結 (resp. 正則……) な群スキームと呼ばれる. また, G がスキームとして S 上有限 (resp. 平坦,
smooth, etale……)であるとき, Gのことを S上有限 (resp. 平坦, ……) な群スキームと言う. S 上

の群スキームの準同型H → G がスキームの射として閉移入であるとき, Hを G の閉部分群スキー
ムと言う. G が S 上有限局所自由であるとき, そのスキームとしての階数を G の S 上の階数と言

う. 連結な Noetherスキーム上有限平坦な可換群スキームはその階数 N で消えることが知られて

いる. つまり, N 倍写像 [N ] : G → G が e : S → G を factorする.

例 5.2 Rを可換環とする.
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(i) 加法群. Spec(R[T ])には R上の群スキームの構造が,

m∗ : T 7→ T ⊗ 1 + 1 ⊗ T, e∗ : T 7→ 0, i∗ : T 7→ −T

によって定まる. この群スキームを Ga,R と書く. これは R 上 smooth な affine 可換群ス
キーム.

(ii) 乗法群. Spec(R[T, T−1])には R上の群スキームの構造が,

m∗ : T 7→ T ⊗ T, e∗ : T 7→ 1, i∗ : T 7→ T−1

によって定まる. この群スキームはGm,Rと書かれる.これもR上 smoothな affine可換群ス
キーム.

(iii) 定数群. C を有限群とするとき, B := Map(C, R) ∼=
∏

C Rは自然に有限生成自由 R-algebra
になるが, Spec(B)上には群構造が

m∗ : B → B ⊗R B = Map(C × C, R)

f 7→ ((c, c′) 7→ f(c + c′))

で定まる. これは indexを C に持つ Spec(R)の disjoint union
∐

C Spec(R)に, indexの群構
造を使って群構造を入れたものと同じ.

(iv) 準同型の核. f : G → Hを S 上の群スキームの準同型とするとき, ファイバー積 Ker(f) :=
G ×H Sには自然に群スキームの構造が入る. ただし射 S → HはHの単位元の射. これを f

の核と言う. 一般に, G のN 倍写像 [N ] : G → G の核を G[N ]で表す.

(v) 乗法群 Gm,R のN 倍写像の核を µN と書く. 具体的には, Gm,R の閉部分スキーム

µN = Spec(R[T ]/(TN − 1))

に Gm,R から定まる自然な群構造を入れたもの.

(vi) Abelスキーム. S上の proper smooth可換群スキーム Aで, 各ファイバーが絶対連結なもの
をAbelスキームと言う. Sが体のときは特にAbel多様体と言う. S上相対次元 1のAbelス
キームを楕円曲線と言う.

5.2 群スキームの closure

Rを PID, K = Frac(R)とする. G = Spec(B)を R上の有限平坦群スキーム, HK を GK の閉

部分群スキームとする. この閉移入の定義イデアルを IK ⊆ B ⊗R K とする. このとき, R-algebra
B′ := B/IK ∩ B を考えると, 定義から B′ は R上有限平坦. さらに, G の群構造は Spec(B′)上に
自然な群構造を定義することが分かる. この有限平坦群スキームを Hと書くと, Hは G の閉部分
群スキームであり, 閉埋め込みH → GをK に base changeしたものがHK → GK である. このH
を, G におけるHK の closureと呼ぶ.
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5.3 Cartier双対

Rを Noether環, G = Spec(B)を R上の有限平坦可換群スキームとする. このとき,

B∨ := HomR(B, R)

には自然に有限平坦 R-algebraの構造が入る. つまり, G の群構造を定義する環準同型

m∗ : B → B ⊗R B

が引き起こす射

B∨ ⊗R B∨ ∼= HomR(B ⊗R B, R) → HomR(B, R) = B∨

f1 ⊗ f2 7→ (b 7→ (f1 ⊗ f2) ◦ m∗(b))

によって B∨ の積構造を定める. この積構造の単位元は, G の単位元の射を定義する環準同型

(e∗ : B → R) ∈ HomR(B, R) = B∨

である. さらに, B の環構造を定義する環準同型

B ⊗R B → B

を使って, Spec(B∨)に R上の可換群スキームの構造を定義できる. つまり, 群構造を

B∨ → B∨ ⊗R B∨ ∼= HomR(B ⊗R B, R)

f 7→ (b1 ⊗ b2 7→ f(b1b2))

が引き起こす射と定める. この群構造の単位元の射は

B∨ → R

f 7→ f(1),

逆元の射は, G の逆元の射を定める環準同型を i∗ : B → B とおくと

B∨ → B∨

f 7→ (b 7→ f(i∗(b))),

がそれぞれ引き起こす射である. このようにして定まるR上の有限平坦可換群スキームを G∨と書

き, G の Cartier双対 (Cartier dual)と言う. Cartier双対は G ∼= (G∨)∨ を満たし, R 上の有限平

坦可換群スキームの圏からそれ自身への, base changeと可換な反圏同値を定める. このとき, 任意
の R-algebra Aに対し, functorialな同型

G∨(A) ∼= HomA 上の群スキーム(GA, Gm,A)

が存在することが示せる.

例 5.3 定数群 Z/pn の Cartier双対は µpn である.
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体K 上の群スキーム G に対し, その Ksep 値点 G(Ksep)には自然に K の絶対 Galois群 GK が

作用する. この対応により, 圏同値

(K 上の有限 etale可換群スキーム) → (有限 GK 加群)

G 7→ G(Ksep)

を得る. K の標数が 0なら, 下に述べる性質 5.4 (i)により, G の Cartier双対 G∨ もK 上 etaleで
ある. この圏同値で Cartier双対は, 関手

M 7→ HomZ(M, Q/Z(1))

に移る.

5.4 体上の有限群スキームの構造定理

Rは Noether環とする.

性質 5.4 (i) Gを R上の有限平坦可換群スキームで階数N のものとする. このとき, N が Rに

おいて可逆なら, G は R上 etale.

(ii) Rを標数 p > 0の閉体とする. このとき, R上の連結な有限可換群スキームの affine環は次
のような形をしている ;

R[T1, . . . , Tr]/(T pn1

1 , . . . , T pnr

r ).

¤

この性質 (i)のために, 例えば今まで考えてきたような完備離散付値体 K の整数環 OK 上の有限

平坦群スキーム G は, 基本的には p巾階数のものしか非自明なものがないことが分かる. さらに,
G ×OK K がK 上 etaleならば, 性質 (ii)から G が OK 上有限平坦完全交差であることが従う. つ
まり, Gに対してこれまで展開して来た分岐理論を適用することができる. 次節では, このような G
の分岐を調べることにより, 有限平坦群スキームから来るGalois表現の詳しい性質が導かれること
を説明する.

6 有限平坦群スキームの分岐

6.1 分岐フィルトレーション

K を完備離散付値体とする. G = Spec(B)を OK 上の有限平坦可換群スキームで階数 p巾であ

り, かつ G ×OK
K がK 上 etaleなものとする. 例えばK の標数が 0なら, 性質 5.4の (i)より最後

の条件は自動的に満たされる.
前節で述べたように, BはOK 上有限平坦完全交差であるので, 分岐理論の関手 F , F j を適用で

きる. F (B), F j(B), c(B)をそれぞれ F (G), F j(G), c(G)と書く. 定義から, F (G) = G(Ksep)であ
る. また, F j がファイバー積と両立することから, F j(G)には可換群の構造が入り, F (G) → F j(G)
は有限 GK 加群の全射であることが分かる. そこで

Gj(Ksep) := Ker(G(Ksep) = F (G) → F j(G))

Gj+(Ksep) :=
⋃

j′>j

Gj′
(Ksep)
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とおく. また, Gj , Gj+ を G におけるこれらの closureとする. Gj や Gj(Ksep)を, G の第 j 上付き

分岐部分群スキームと呼ぶ.

6.2 有限平坦Galois表現の分岐の評価

OK 上の有限平坦可換群スキーム GのKsep値点 G(Ksep)は自然に有限GK 加群になる. このよ
うにして得られる有限 GK 表現を有限平坦 (finite flat) な GK 表現と言う.

定理 6.1 ([7],[8]) K の標数は 0であると仮定する. GをOK 上の有限平坦可換群スキームで, pN

で消えるものとする. このとき, j > e(K)(N +1/(p−1)) であれば, 第 j上付き分岐群Gj
K は G(K̄)

に自明に作用する. ここで e(K) = vK(p)はK の絶対分岐指数.

注 6.2 K の剰余体が完全の場合は Fontaineの定理 ([7]). 以下では, [8] に沿って剰余体一般で成
り立つ証明を述べる.

証明. GK := G ×OK
K = Spec(L1 × · · · × Ls)と書く. c(OLi)は Li の Artin導手と一致していた

ので,
c(OL1 × · · · × OLs) ≤ e(K)(N + 1/(p − 1))

を示せばよい. Spec(OL1 × · · · × OLs)は G ×OK
K の中での G の整閉包なので, 補題 4.10より,

c(G) ≤ e(K)(N + 1/(p − 1))を示せばよい. 補題 4.9より, この両辺はともに係数拡大で分岐指数
倍されるので, K を十分大きい体と取り換えて示せばよい. そこで, ζpN ∈ K かつ GK が G(K̄)に
自明に作用する, と仮定してこの不等式を示す.

K の取り方より, G の Cartier双対 G∨ の K̄ 値点 G∨(K̄)にも GK が自明に作用する. つまり
G ∼= G∨

K
∼= Z/pn1 ⊕ · · · ⊕ Z/pnr (定数群の直和) と書ける. 従って, OK 上の群スキームの射

Z/pn1 ⊕ · · · ⊕ Z/pnr → G∨

で, K 上では恒等写像であるようなものが存在する. Cartier双対を取って, 結局OK 上の群スキー

ムの射

G → µpn1 ⊕ · · · ⊕ µpnr

で, K 上恒等写像を引き起こすものを得る. 補題 4.10より

c(G) ≤ c(µpn1 ⊕ · · · ⊕ µpnr ) = max
i

c(µpni )

となる. ところが, 一般に
c(µpn) = n(e(K) + 1/(p − 1))

となることが容易に分かるので, ここから求める評価を得る.

¤

注 6.3 Fontaineはこの評価を使って Z上のAbelスキームが存在しないことを証明している ([7]).
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1 pn1 pn2 pn3 pnt-1 ph

vK(p)

vK(cpn1)

vK(cpn2)

vK(cpn3)

vK(cpnt-1)

図 2: [p](X)の Newton多角形.

6.3 有限平坦Galois表現の半単純化と分岐

一般に, 代数幾何から来る GK 表現 V に対し, その惰性群への制限の半単純化 (V |IK
)ss には幾

何的な情報が内包されているが, これを幾何的に (例えば, 整 p進 Hodge理論を使って) 調べるこ
とはK の絶対分岐指数が大きい場合困難であることが多い. 例外的に容易なのは次のような場合
である. K の標数は 0であるとし, OK 上の height h < ∞の 1次元形式群 Γの p倍の核 Γ[p](K̄)
を考える. GK 表現 V := Γ[p](K̄) ⊗Fp F̄p の惰性群への制限の半単純化は以下のように記述される

([14]). Γの p倍公式

[p](X) = pX + c2X
2 + · · · + ciX

i + · · ·

に対し, 座標平面に点 (i, vK(ci))をプロットする. これらと (0, +∞)の合併集合の凸包を [p](X)の
Newton多角形 (Newton polygon)と言う. この多角形のうち負の傾き −sの切片を考える. この
切片の横幅が nだとすると, 方程式 [p](X) = 0はmK̄ の中に vK(x) = sなる根を丁度 n個持つこ

とが知られている. このことから IK 作用と可換な単射

{x ∈ Γ[p](K̄) | vK(x) ≥ s}/{x ∈ Γ[p](K̄) | vK(x) > s} → ms
K̄/ms+

K̄
∼= F̄p

を得る. 右辺への IK の作用は次のようにして書ける. 有理数 sを pと素な分母を持つ分数 k/lと

p巾分母の分数の和に分解するとき, σ ∈ IK の右辺への作用は

(σ(π1/l)/π1/l)k mod mK̄

で与えられる. こうして得られる指標 IK → F̄×
p や, その任意の p巾のことを, レベル sの基本指標

(fundamental character of level s) と言う. つまり, Γの p倍公式 [p](X)の Newton多角形の負の
傾きを {−s1, . . . ,−sr}とするとき, V |IK

⊗Fp F̄p の半単純化はレベル si の基本指標たちの直和.
ところが, この Newton多角形を使った議論は「根の付値が取れる」という 1次元の特殊事情に
依拠しており, これをそのまま高次元の (つまり, 単生成でない) 群スキームに一般化することはで
きない. しかし, これまで述べて来たような分岐理論を使うと次のことが示せる.
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定理 6.4 ([9]) K を完備離散付値体とし, GをOK 上の有限平坦可換群スキームで G ⊗OK
K がK

上 etaleであるようなものとする.

(i) j > 0に対し, 次数商 Gj(Ksep)/Gj+(Ksep)は pで消える. さらに, ここへのGK 作用は従順.

(ii) IK 加群 Gj(Ksep)/Gj+(Ksep) ⊗Fp F̄p は, レベル j の基本指標たちの直和.

¤

証明は, 上に述べた 1次元の場合の証明を管状近傍の閉ファイバーへの還元を使って自然に一般化
するとできる. この定理は上付き分岐群の構造定理の有限平坦可換群スキームにおける類似である
が, 局所体の場合, はじめの次数商に l× (つまり剰余体上の Gm), 残りの次数商に l (つまり剰余体
上の Ga) が現れていた. 上で述べた 1次元の場合, ms

K̄
/ms+

K̄
∼= F̄p として確かに剰余体上の Ga が

現れているが, 一般の場合もそれと同じ状況が起こっていることを示すのが証明のポイントになる
(この場合はじめの次数商が剰余体上の finite heightな形式群で, 残りの次数商が Ga の直積にな

る).

6.4 Abel多様体の canonical subgroup

p進楕円保型形式の基本定理のひとつに「レベル Γ0(p)の保型形式は過収束 (overconvergent)」と
言うものがある (詳細は [11]を参照). この定理は, レベル Γ0(p)の古典的な楕円保型形式の Fourier
展開が, レベル 1の楕円保型形式の Fourier展開の p進極限として書けることを意味している. こ
のようにレベルが pと素な保型形式の p進極限として書ける巾級数には, 係数の間に p進的な強い

結び付きがある. その結び付きを利用することで総実代数体の p進 ζ 関数を構成できる, と言うの
が p進保型形式の研究の初期段階における主定理だった.
この定理は次のようにして得られる. 楕円保型形式は楕円曲線のある種の同型類全体の集合に定
義域を持つ関数と思えるが,レベル Γ0(p)の楕円保型形式は楕円曲線とその位数 pの閉部分群スキー

ムの組の同型類全体, また過収束な p進楕円保型形式は supersingularだが not too supersingular
な楕円曲線 (意味は後述) の同型類全体をそれぞれ定義域に持つ. そこで, supersingularだが not
too supersingularな楕円曲線 Eに対してその位数 pの閉部分群スキーム H を与える functorialな
手続きの存在を示せれば, 保型形式の引き戻し

f 7→ (E 7→ f(E,H))

によってレベル Γ0(p)の楕円保型形式から過収束楕円保型形式を作れることになる.
簡単のため以下混標数の完備離散付値体K 上で考える. OK 上の楕円曲線 E に対し, E の原点

での formal completionÊOK
は OK 上の 1次元形式群である. その p倍公式を

[p](X) = pX + · · · + cpX
p + · · · + cp2Xp2

+ · · ·

とし, e := e(K), f := vK(cp)とおく. E が ordinaryであることと f = 0とは同値である. E が

ordinaryの場合は, E[p]の単位成分がこのような部分群H を与える. 問題はEが supersingularな
場合だが, f > 0が十分 0に近ければ, E は supersingularだがそれほど supersingularらしくもな
い, と考えることができる. 実際, [p](X)の Newton多角形を見ることにより, f < pe/(p + 1)な
ら E[p](K̄)に位数 pの部分群が存在することが分かる (これは, supersingularな楕円曲線の中に
ordinaryに近い性質を持つクラスが存在する, ということを意味している. このような中間的なク
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ラスの存在は K の絶対分岐指数 eが大きい場合に特有の現象である). この部分群の E[p]におけ
る closureを取れば求める位数 pの閉部分群スキームH が得られる.
一方, Siegel保型形式に対しても同様の p進理論が考えられるが, 楕円保型形式の場合の類似とし
てレベル Γ0(p)の Siegel保型形式の過収束性を示そうと思うと, 上の議論はこのままでは一般化で
きない. Newton多角形を使った議論は形式群が 1次元でないとうまくいかないからである. とこ
ろが, 前の小節で述べたことと同様に, 1次元の場合にNewton多角形を使ってしたのと本質的には
同じ議論が Abbes-齋藤の分岐理論を使うと高次元でも実行できる, と言うことを Abbes-Mokrane
は証明した.

定理 6.5 ([1]) K は標数 0で剰余体が完全, 剰余標数 p ≥ 3であるものとする. AをOK 上相対次

元 gの Abelスキームとし, A1 := A ⊗OK
OK/p とおく. H1(A1,OA1)への p乗 Frobenius ϕの作

用を考え, その行列式の付値 vK(detϕ)が

min(
e

p(p − 1)
,

e(p − 2)
(p − 1)(2g(p − 1) − p)

)

よりも小さいとする. このとき, j = e/(p− 1)に対し, 第 j+上付き分岐部分群スキーム A[p]j+は
階数 pg であり, Aが ordinaryの場合には A[p]の単位成分に一致.

¤

証明のアイデアは次の通り. perfect pairing

A[p](K̄) × H1
ét(A, Z/p) → Z/p

による零化空間 (A[p]j+)⊥ ⊆ H1
ét(A, Z/p) を考える. これと, A/Spec(OK̄) の消滅サイクル層に

symbol mapを使って入れる標準的なフィルトレーションから来るH1
ét(A, Z/p)の部分空間とが一

致することが示せる (このような一致はもっと一般に予想されているが, 今のところ証明はされて
いない. この場合に証明がうまく行くポイントは, Galois群が pで消える Abel群であるような完
備離散付値体のGalois拡大が, 整数環が単生成であるような拡大を積み重ねてできることである).
あとは p進消滅サイクルの理論 ([10])を使って位数を計算すればよい.

注 6.6 定理 6.5については, Andreatta-Gasbarriによって別証明と条件の改善 ([4])が与えられて
いる.
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les variétés abéliennes, Publ. Math. IHES 99 (2004), 117-162

[2] A. Abbes and T. Saito: Ramification of local fields with imperfect residue fields I, Amer. J.
Math. 124 (2002), 879-920

[3] A. Abbes and T. Saito: Ramification of local fields with imperfect residue fields II, Docu-
menta Math. Extra volume: Kazuya Kato’s Fiftieth Birthday (2003), 5-72

[4] F. Andreatta and C. Gasbarri: The canonical subgroup for families of abelian varieties,
Compos. Math. 143 (2007), 566-602

27
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