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1 . はじめに

構這工学IC泣ける数筐解析法シンポジウム

論文集錆 I0巻（昭和 61年 7月）

臀絹構造の幾何学的非線形動的応答解析のための一方法

Geometrically Nonlinear Dynamic Analysis of Space Fra冒es

1) 2) 3)°4)  
0111)[ll陳紀 ・西脇威夫 ・皆川勝 ・山本英男

構造物にある人ささの荷頂が作fl]リるとき、それが静的に戟伯する場合には安定が保たれるとしても、動

的載荷である場合には不安定となることがあり捐る。りなわち、最大変位応笞を荷里の大きさの関数と考え

たとさ、荷頂のわずかな贈加に対して応笞が急激に贈人1るような現象が生じ得る。このような動的不安定

問題を対象とする場合、あるいは、動的小安定現象が起こらないとしても、構造物の形状・寸法および荷勇

条件などによっては、静的荷重杖伯の場合と同様に、動的応答附析1こおいても幾何学的非線形性を考慮する

ことが必要となる。しかし、幾何学的~I椋形付を考紐した ,fJJ 的応答附析法に関する研究は、平面構造を対象

とした場合いくつかfiわれ（きているも<I)<I)、qf,t.構造を対象としてはこれまでほとんどなされていない。

その理由の一つは、この種の研究そのv<l)が係数励伽振f}J[/¥J穎など1、直定の問題を除くと一般的には未だ発展

段階にあることにある。一方、三次元空間でのh限な(ii]転をfl'う1/ll阻の鮒析が、静的附析においても一般的

には容易でないことも事実であり、むしろこれが第一・<J)Wtllとb考えられる。

本研究では、三次元空間におりる動的不安定現象をおずることを念enにおい（、三次元空間での有限な回

転を伴う問題にも対処司能な骨絹l椙沿の三次几動的恥答解析iAを捉哀りる。数1い鮒析例によって、初めに、

著者の一人が古fl]• 松rnらと共に開発しlこ片襟表ホi.::J~ りく：次7LJI線形静的附析法[1].[2] (以下、著者

名の頭文字を並べTYMM1! と呼ぶ）が三次元,;vimc-<J){j根な(11l+i,.をnう問題に対しても有効な解析法であ

ることを示し、次いでYMM汰にJ;tづいいが存しl改げ）爪'l11.: a) 妥 ''1f'I を検~[ iJる。

2. YMM法の削分つり合い方程i¥<I)附分叩連勅fjf訊へのJU、I,/{

星税となるYMM1!の要素増分つり合い式は次i¥℃りえられる11I. 121。なお、部Mは無載荷の初朋状態

では真直であり、二帷対称な一様断血を1ける bのとリが

△ f = -, ふlllk*'f<n+ll t!.ll」 ~I ふ 11 k* l 11n, 11 △ ✓ f△ I (Ulnl t'-(nl) ] +△ Ir·f<~>

=~n+ll • ll+h(n+ll (とおく） (1) 

ここに、 fおよびU は各々全休片揉系での殺系節点）Jベクトルおよび節点変伯ベクトルであり、 1 および

1u* は投素庄標系での対応するベクトルである。 1U'i"{.t.rJi入は系から殺素庄は系への庄標変挽ベクトルであ

．る。また、 Z = < x,o》.-『 > {あり、 XIぶ及糸飢T、し仲襟ベクトル (x,o》は初lり状態での殺素節点陀標

ベクトル）．『は要素剛休回転ベクトルである，， J<*は投桑片稔系での剛竹IrりJであり、ここで対象とする

立体骨組の場合、通常の12X12(1)線形の骨絹l投系刷l竹hりJである。さら1こ、 T.(n) • △はfi§IJ(J)転置．第

n つり合い段階および第 n つり合い段附から第 (n•1) つり合い段附までの削分を各々表わす記号である。

YMM法の特徴は、上式のようにNIJ竹fj§IJ自身1こ1よ徴小ひすみを前促とした線形削竹行列を川い、幾何学

的非線形竹は殺素挫標系での節点変伯と全体片標系での節点変位と (J)rm (J)~ 標変挽l関係を舟標および剛体回

転を用いて忠実に表現することならびに、附分後の沖襟変挽fj§IJをその；iまつり合い式のJtlに残しているこ

とにある。また、三次元空間での{j限な回転は、 述のju)+i, (/)射，火を常に一つの帷回りの回転として捉える

ことにより取り扱っており、したがって巽素内に荷{が作"几!J.いー様断面部M力屯以,:Gilt. 阻青造に対して、

ハひずみの柑提が成り立つ範囲では式(1)の贈分つり合い式には 1より埋論との対応で一切の省略はなされ

1)武蔵I業大学 ・I学郎・助教授. 2)同・教授. 3)同・助手. 4)東京都足立区

東京都世田谷区玉堤1-28-1(~158)
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ていない。これを動的つり合い式に拡張りるためには、連動m変化：年(])Jfiならびに減哀項を加えれば良いが、

ここでは簡用のため減衰作m(])ない系を考えることとりる。このとさ、殺素(])i彫

うに得られる。

△ I= TふnM'°l1n+l)Li1n+1l --, ふM• f(n) j_j In) 

t-d (Iふ1)M'" I (n+ll) /dl U1n,1> -d(IふM,. l(n)) /dl iJ (n) 
t-1-< (n+ 1l△ u + h1n+n (2) 

ここに、 IM*は巽素挫標系での質昂fiりIJであり、・ 1よ時間微分を表わす。また、ここでは時閥刻み幅△tを

一定とし、添字(n) は時刻 n△tを表わりものと 1る。

上式において、第 1行は質員行列と加速度ベクトルの栢を表わし、第 2行は質＂＂り IJ(J)時間微分と速度ベ

クトルの積の贈分を表わしており、第3fjは式 (1) (J)右辺とし｛与えられている復元力項である。

陀標変換fi列Tは変位(])I月数であり、したがっ 'CII~I月の関数ではあるが、例えば極端な場合として集中質

ffl fi列を考えると、並進変位成分に関してM*IJ. り1iv IiりIJを1系数倍したものと等しくなり、その結果、

-~n) M*~n) もまた陀標変挽n列の泊暉を考 P1t -4ると ll!fil fj殉IJ(J)係数倍となり、時間依存性はなくなる。

つまり第 2行は息味を持たなくなる。この結果が回転成分ならびに整合質りの場合にも近似的に成り立ち、

第2行は第 1行に比し熊視できるものと仮定して第 2fjを削除 gると、結局次式が得られる。これが本研究

における要素の贈分型運動方程式である。

△ f = Iふ11M * -tn+ll△ u + I I心+11M*l<n令11-・IふM*l<n》 Ju<n》

+ kn+ll△ u + h<n+11 

=M<n+116.1U+ [6.-l『 M* f<n•> I l(~-fM* C:, f+t:, 11 M*△ 1 l出
+ kn+ll△ IJ + lh(n+ll 
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上式において、内標変換行列lおよび増分＂△ 1. △ヽおよび△iは変位附分△IUの関数であり、他は既知

員である。

3. 運動方程式の附法

文献[1]では式 (1)で記述される系に対する有効な附法として、二段階線形化近似とそれに続く反復修正

計nからなる予測子-修.tE子型の計＂方法を提案している。ここでも同様な貿法を採用する。しかし木問題

の場合、式 (3)が支杞方程式であり/JU速度項が含まれているため、町間禎分が必穀となる。ここでは最も闘

里な時間積分法の一つであるHew111ark の B 法 ((3~1/4) を Ill い、これと二段階近似反復修正計算法とを絹合

わせて以―f<l)ような解法を構成する。

Hew111a rkのB法では、連続する間問ステッ 1'f目の速度および変伯を次のように仮定している。

△ ILi =IU1n+llー llltn)= lllcn)△ t + t:i.iu△ l/2 

△ IU =IU1n+l) -IU1n) =ILl1nJ△ t +IU1n>△ t2 /2 t△ tij{3t:i.l2 

(4) 

(5) 

1)第 1近似解の計n
先ず、式 (3,2) における増分項を第 nつり合い点で変位il'l分/1Uに関して線形化し、内標変換行列は第 n

つり合い点での値を用いて評価する ([1].[2]参照）。これにより次式を胃る。

△ f=(l1M*l)《n)△i.j I + I { (B I 1/a u r)M * I jJ" t 11 M * (a I /au T )  u } + { l T I<* l} 

+ {11 1<* (T (aL/aur) + (a l/aJ.i1) (U+Z)〕｝
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+ { (a I T /a Li T)  r * } lcn>△ 11.J I 

=IMぃt,uI+ [M-+l<+lk -] (n)△ ,u, (とおく） (6) 

次に、上式の△いに式 (5)を代入して変位附分を削去し、 bll速度附分のみを禾知数とする次式を求める。

△ f = {M + (M'+ 1-<. + 1k') l《n>△ii,+ (M'tlk1k'lcn) (U△ t+1ut,,to/2)1.1 (7) 

このようにして得られた要素関係式を系全休に関して頂ね合せ｛△止に関して解き、その結果を式(4)

および式 (5) に代入し、変位および速度増分ベクトルの第 1近似解△1u1 および△u, を求める。得られた

第 1 近似解に対応する点を (n•1)・ 点、また (n)点と (nf1)・ 点の Jll 点を (n• 1/2)・ 点とする。

2)第2近似解の計算

次に第 1近似附をもとにして第 2近似附△u . △U IIおよびA叫を求める。その過程は第 1近似解を

求める過程とほとんど同じであるが、贈分項の線形化は (nf1)・ 点ではなく (n+l/2)'点で行う。すなわち、式

(6) に対応する式は次のようになる。

△ f=M1 tiii11 t (M"tk-tk")1 △ lJ 11 (8.a) 

ここに M"= (a 11/au'l(ntJ/1)'M* I, jj(n)1 1: M* (a I/au'l(ntl/1)'i..i(n) (8.b) 

I<・ ・= I,'1<* (l, (a /ヽau'l<n,111rf (a D/a1-i1l<n•1m•!PJ<n1+ 、 <n>l}
T 1 

ト (ar /au l r ＊ 
In+ 1111'(nJ (8.c) 

である。ただし添字 1 は (n• 1), 点におりる評価℃めることを,i豆Ib (!)でめる。以F第1近似解を求める過程

と圃様にし（、得られる第 2近似附に対応リる点を (flt1) "点とりる。

3)第3近似以阻の反復修if鮒の計n
第2近似解までが得られたところで、以後附分lfjの線形化はfjわず、附分項も挫標変換行列と同様に一つ

前の反復計算で捐られた近似鮒をIllいて次のように出贔する。

△ 1. =ln,l)k―一 ーし、， =TK --J(nJ 

△ ヽ k =Z1n+l>• ―ヽ<n>デ ZK―--1 (n) 

（とする）

（とりる）
、ー、．，
a

b

 

9

9

 

（
ヽ
＼

ここに、添字 k. (n•l)kは第 K 近似を表わす b(!)とりる。これを式 (3,1) に代入すると、式 (6),(8, a) と対

応する第 k•l 近似附を求めるための線形化された式が次のよう 1こ iかられる。

△ 1=Mk△ U K+1 + k k△ UK+1 -1-QK + hK 

ただし q K = { n I M * l) .-(l TM * l) (n)) ii(n) 

h.=l!k* [I. △ L" +△ IK (1..J<nl I Ltnl) J十△ I ! f <!, 

(10. a) 

(10. b) 

(10.C) 

であり、これらの項は既知項となる。

式(10)の反復計算を、解が設定した収束条件を泌足するまで祝り返して、次の増分段階に移行する。

以上が提案する運動方程式の解法である。 • 

4. 三次元空間での有 な回転を う問 に対する YMM法 (I)~ 効性の検証

この種の問題で理論解の明らかとなっている問題は少なく、よたlUいの対象となり得る数値解析例も多く

ない。ここでは、先ず罪論解の明らかな問題を取りLげ、次いでBatheら[3]により提示された自由端に静

的な面外鉛直面頂を受ける正方形断面片持曲がり梁の附析をnい、 Batheらの桔果との比較を通じて YMM

法の妥当竹を検証する。

433 



構遣工学tctaける数値鱗析法シンボジウム

論文 集第 I0巻（昭和6I年 7月）

1)戟荷順序を替えた iE方形断面片持梁の1lhlfM'析による検』

正方形断面片持梁の断面主輪方向に X.y翰を取り、長手方向に l帷を定める。

先蟷に作用する荷重として次の3ケースを考える。①初めに X1i向に大きさ p(J)

荷頂が作用し、次いでY方向に大きさ P(J)荷頂がflmりる場合．②初めに Y方向、

次いでX方向に各々大きさ Pの荷重が作用りる賜合．③これらの荷頂がXおよび

Y方向に同時に作9りする場合である。これら(!)3'1-ースに対リる変形形状を図 1

に示す。戟荷順序によらす最終的な変形形状は完令に一致しており、三次元空問

における異なる二輸回りの曲げを受りる問題に対しても木附析法が有効であるこ

とを示している。

2)片持曲がり渠の解析による検証

図2に示すiE方形断面を有する片持曲がり梁の先端に面外Ji11り荷頂を作用させ

る。このときの荷勇作川点の荷重1i(il]ならびに他の二軸方向の変伯と荷頂との関

係を無次元化して図3に示す。図4は変形形状のm移を示したb(J)である。図3

中に実線で示されたBatheらの結果と木

附析結果は良く一致している。 Batheら

の結果は 8程素60スj ッfによるもので

あり、木解析結果は 8君素10ステッ J'(J) ,---
; 

帖果である。また、木解析結果は 3-3) X 

に示した反復修i計算過程にtliEした

Steffensen(})反復法を導入し直

られた結果であり、 3--3)にホし

た反復佗正計算過柑その-b(J)をIll

いた場合、この問題では図 21i1 Iこ
Pa296/bl匹如I

一点領線で示した段階まで求めら

[̀[］［［［／/；: I l~b 卜

図2 ''"がり梁のifii外tlblf
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図3

JO―-10 .ヽo―H ― to 10 

荷重バラメータ K=序
自山端の荷里ー変位曲線尺1i百:

富 l

A・naivtical solution 
---- 20 Bea● ● le■ents [2) 
0 ● o g Bea● ele■enu 

△ lJ k+ I = I<ご（△ f-hk)=g(△ IUk) （とおく） (11) 

ただし、ここでは静的問題を対象としている。 j.t{11)をもとに g(△ IU k)を出発値としてSteffensenの反

434 



構這工学IC:11ける数値解析法シンポジウム

論文集第 I0誉（昭和6I年 7月）

復法を適用すると次のようになる。

△ lJ k+4 = {J (△ Uk)-[g (g (△ u.)) -QI (△ JU.)J2 

/[g(g(g(△ lJ k))) -2 g (rn (△ IU』) t g (△ IU .)] 

= s (△ u.) (とおく）

k=2を出発値として、△llJ k • △ ui+,= {JI (△凡 ）： j k, k•l, k•2, △ iu •• 3= s (△ IUk)を求め、次い

でk+3を出発値として同様(])ifwをtJう。この/j法を柊11s terr ensen(J)反復汰と呼ぶ。 Steffensen(J)反復

法との相違は新たな反復の出発点を式 (12)(J)/llJJとし C0)△ IUい 3ではなく、一目もとのつり合い式に戻った

上で g (△ lJ k十~ )とすることにある。格iESteffensen(J)反復法bまたSteffensen(J)反復法と同じく 2次の

収束性を有する。

(12) 

5. 数値解析例一浅いアーチの動的陀屈留析一

提案した動的応笞解析法は、三次元空間での動的応答を附りけることを念頭に置いたものであるが、その

妥当竹を検討 1るための解析例はほとんど1r1られていない。ここでは検討の第一段階とし〔、浅いァーチ(])

面内動的陀屈問題を取り上げ、 Plautら[5]Iこよる射煤との比較をfjう161。解析対象は図 6に示す諸元を

有する 2 ヒンジアーチであり、中央に図 7 にホリようなス—i ッ j'f,かTIh渭 Illするときの強制振動を解析する。

ァーチの初附状態における形状は図[11Iこ示りような ii弦波形状である。スiップ荷m(])大きさを変化させて

応答解析を行い、各節点の初 !'1~ さの総月1 に対する各飢，~(I) にわみの総 fll (J) ltで定義する無次元化平均変位

△(])時間的変化を求めた結果を図8に示す この粘果は '1~ 桑をIllいて時間亥IJみ△ t = 1.0 
-3 

x 10 secとし

た場合の結果である。

Budiansky• Roth[7]は、荷rnの小さなl竹/JIIに対し Ul人応答1こ急激な変化がttする状態を動的不安定と

定義しており、この定義に嬰づいrPlautらの求めた動的沖屈伯if,はp。 ==126.8kgfである。一方、静的挫

屈荷頂は P.= 163. 7kgfと柑られ｛いる。木鮒析il-に よ り 復 糸 お よ び 8栢素をmいて tデル化したとき(])

各両勇に対する無次元化平均変位△の最大 f[(i を求めると l対 91こ iJ~ りようになる。また、応笞周附と祠厘の大

きさの関係は困10(])ように柑られる。なお、図 9に小した破線は、通常(J)Iよりの幾何剛竹を用いて幾何学的

非線形性を評価し、連続する 3入テッ Yimで剛竹が＾定とし（、釦[3系に対リるChan(])方法による時閻積分

を行った場合の結果である。これらの結果からfJJff, サHl!fiiJ•r を求めると図 11 および表 1 にホす通りとなり、

Plautらの結果と良く一致する。

Y.=Cs1Nf 1t 

}=15 

L
工

L
す一

゜凸翫繭影状

L=100cm E=2.1x101kg/cm' 

-• 
d=2cm P=7.85x10kg/cm• 

柊16 解析対象

＜

坦

総

笠

井

ぼ

廷
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6. おわりに

動的応答解析の対象としに1/¥1穎がJI常に浅い J' J Q)頂l内伽動1/¥J穎であり、より幾何学的非線形性が強い

問題および三次几的非線形竹を-fliJる問題に対して、 f!fllf―j§IJ(J) O,j間微分項を省略した影胃がどの程度生ず

るかなどについての検討がさらに必要である。しかし、少なくと bここで示した問題に関しては、提案する

YMM法に基づいた非線形動的応答附析法が1分h効であることが示されたと考える。なお、ここでは時間

積分に関してはNew爾ark(1)8法を採川したが、他の時間積分法をmいることももちろん司能である。

最後に、本研究の一部に文部省科学研究打補助金（附fll59~60il'Jl)・ 一般研究(c)の給付を受けたこと

を記し、謝意を表する．
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GEOMETRICALLY NONLINEAR DYNAMIC ANALYSIS OF SPACE FRAMES 

Nobutoshi MASUDA 1, Takeo NISHIWAKI 2, 
Masaru MINAGAWA 3, Hideo YAMAMOTO 4 

SUMMARY 

A geometrically nonlinear dynamic analysis method is presented for 
frames which may be subjected to finite rotations in 3-dimensional 
space. The proposed method has its base on the method reported by 
Yoshida et al. In the method, governing incremental static equilibrium 
equation is represented by the coordinates itself rather than 
conventional displacements. With this equation and the corrective-
iterative solution process also proposed, many kinds of geometricaily 
nonlinear problems in the statics were analned satisfactorily. 
The governing dynamic equilibrium equation for_ each member is obtained 

from the static equation by adding the inertia term, thus: 

△ f = 1(~+1>M* ln+n△ i.i+ [Tふ1)M * T(n+l》ーはM* Tin> J U<n> 
+ l(n+l) lk* l(n+l)△ U + -fi~+ 1> I<.* [ ltn+ 1) △ ヽ -t-△T (JJ <n>十ヽ叫 Jt-△ -(. r,;, 

where, 1 is the coordinates transformation matrix from global to member 
coordinates system, f* is the member nodal forces vector, B<* is the 
conventional linear stiffness matrix, M* is the conventional mass matrix 
in its member coordinates system, r is the rigid body rotation vector, 
(n) indicates then-th equilibrium point, and△ is a pref ix to represeni 
increment. In practice, the two-step approximation & iterative correctim 
solution procedure developed for static analysis is adopted and combinec 
with a modified Steffensen's iterative process. 
A numerical example of a curved cantilever beam under lateral load~ 
illustrates the effectiveness of the proposed method in the field of 
finite rotations in 3-dimensional space. Among compared are Runge-Kutt, 
type solution processes and a process using original Steffensen'5. 
iteration. The former gave divergent solution after certain amount of 
displacements are obtained. And the effectiveness of the latter was about 
half of the proposed method in the sense of computational time. In order 
to examine the applicability of the proposed nonlinear dynamic analysi5 
method, it is applied to shallow arches to investigate the dynamic 
stability. Forced vibration analyses of two-hinged sha.llow arches under 
.central step loading are conducted with several loading amplitudes. Tht: 
results are compared with those given by Gregory and Plaut in 1982, who 
used Galerkin method, and show good correspondence. The effect of tht: 
number of members on the accuracy is also examined. 
1. M. JSCE, Assoc. Prof., 2. M. JSCE, Prof., 3. M. JSCE, Research 1¥ssoc. 
Dept. of Civil Eng.,Musashilnst. of Tech., Tokyo. 

4.M.JSCE, Engineer, Adachi-ku, Tokyo. 
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