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減衰系の幾何的非線形動的応答解析の
ためのアルゴリズム

An algorithm for geometrically nonlinear dynamic analysis of structures with Rayleigh da● ping 
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SUMMARY 

An algorithm for a geometrically nonlinear dynamic analysis 
wl th Rayleigh damping ls presented and dynamic frame analysis is 
conducted. The proposed method is based on the geometrically 
nonlinear static analysis method developed by the first author 
and et al. in which equilibrium equation is represented by the 
coordinates after the deformation. The governing dynamic 
equilibrium equation for each eiement is obtained from the static 
equation by adding the inertia term and damping term. In the 
solution procedure, Newmark's-B time integration scheme is 
combined with the two-step approximation and iterative correction 
solution procedure. As an numerical example a vibration problem 
of a shallow arch is solved. The applicability of the method for 
dynamic relaxation is confirmed. 

Key Words : Dynamic Relaxation, Newmark's-B Method, 
Geometrical Nonl inearl I ty. 

t. はじめに

著者らは、近年、骨紐情造の幾何的非線形動的応笞解析に開する一連の論文を発表し、静的問題に対して

充分な有対性が確認されている、座標表示に基づく幾何的非線形解析法1I, 2)の動的問題への拡張を行ってき

た3> , 4 I , 5 > , 6 I。そこでは、全休座標系での質量n列の時間依存性を考慮して慣性力をI平filiし、また、形式的

には減衰の影響まで考えた支配方程式の定式化を行ったが、全体座標系での質量行列の時間依存性を考慮し

た慣性項や減衰項を評価してii算する際の貝体的な歎値解析アルゴリズムは提示されていない。そして、実

際の計算においては、回 1に示すようなこれらの影響が撫視できるとした問題のみを取り扱ってきた。また、

近年、 Simo,井浦らは、回 1に示すような有限回転を伴うはりの問題を対象とした骨紐構造の幾何的非線形

動的応答解析法を提案しているが11,8)、そ

こでも減衰に関しての取扱いはなされてい

ない。

そこで木論文では、質量行列の時間依存

性およびレイリー減衰を実際の計算に取り

込むためのアルゴリズムを提案する。すな

わち、座標変換行列の時間微分の貝体的な

肝価方法とその計算方法を示す。さらに、

レイリー減衰項の導入による動的緩和法へ

の適用性を検討する。
図1有限回転を伴う梁の運動

1)武蔵工業大学工学部土木工学科・助教授・エIf,2)同・教授・エ1専， 3)同・助手・エl専
4)武蔵工業大学大学院・修士採程学生 〒158 世田谷区玉堤IT目28番地1号
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なお、況衰に開してはいまだ不明な部分が多く、木論文中では減衰に関する詳綱な検討は行っておらず、

前述の座標表示に某づく幾何的非線形解析法を某礎とした動的緩和法を構成するための一手段としてレイリ

一漑哀を導入している。

2. 支配方程式の定式ft
1)運動方程式6)

時刻 tにおける 1つの睦素の運勧方程式は、全f木沌標系での質量行列をIM,復元カベクトルをR,外カベ

クトルを f,要素の節点変位ベクトルをIllとすると次のように書くことができる。なお、上付きの・は時

間にOOする微分を表わす。

d1M1t1 
+JR= f (1) 

d l 

式(I)の第 1 項は時刻しにおける要素座標系での門晨行列をM•, 全休座標系から要素座標系への座標変換

行列をTとして次の式(2)のように冑きかえることができる。ただし、要素座標系は常に要素に同定され、要

素とともに移勤するものとする。上付きの添え字＊は要素と共に移-~する要素座栖系にOOする最を表わす：

また、要素分割を充分網かくすることにより、顆素序標系に間しては微,Jヽ変形が仮定されるものとして、要. . . . . . . . 
素腔標系に開する＂＂行列およひ剛 t1行列は、時間依行性を持たず、常に一定と仮定する。

d間Ill
d t =M•U +1M1U=T M"'T•U 十 T M"'Tlll +T M"'Tlll. 

ここで、上付きの添え字 Tは転置行列を表わす。

(2) 

一方、式(I)の左辺第2項は、 IJ的つり合い式における内}J項I).21しこ粘性減衰項を加えて次のように表わ

される。ただし、 K*は要素座標系ての剛性行列であり、前述の仮定に従った通常の線形剛性行列を用いる．

粘性就衰はレイリー戟哀と仮定し、要釈府標系における顆素粘性減衰行列C*t;ta1M*+/JK*(a,/Jは実験

などにより定まる定教）で表わされるものとする．

R=T IK* {TG (1U+Z) -T。Gz。}+T C*Tlll (3) 

T TT  T TT  T 
ここに、 1u={d , 9 }, z=a-,uてある。 d, 9, a ={:JC ,9 -r }, :JC, およびrはそれぞれ要素の

節点並進変位成分ベクトル，要素の節点回転変位成分ベクトル，妻素の節点における一般化座標ベクトル，

節点座標ベクトル，および要素の剛f木回転ベクトルである。また、 Gは妻素座標系の原点をその要素内の第

1節点に設定するためのシフト定歎行列である。下付きの添え字 0は変形前の初期状態に間する量を表わす。

座標変換行列は増分表示を用いた場合にも定穀てはなく、その時点での一般化座標の間歎となる。

2)増分形の運動方程式

式(1)~(3)で表わされる運動方程式を直接解くことは困難である。そこで木研究でも増分形の解法を適用

することを考え、時刻 t十△ tおよび時刻 tにおける運動方程式を差し引き、次のような増分形の運動方程

式を用いる。ただし、△は増分量であることを表わす。

以下の式において、下付きの添え字 (t+△t)は時刻い△ tにおける藷量を表わし、時亥IJtの請量に間し

ては添え字を省略している。

T 
T(tt△ t) M*T 

T T T 
(t+△ t) 砂 +{T町△T+△ T M*T+6T IM*△ T} 1(1 

+ {T(t+tit/lM拿T(t+△t)+T (t+6. t) TM*T (t+6. t)}△＂ 

+ {T<t+△ t/M*6. T+年 IM*T+T(t心）T而△か△TTM寸｝＂

+ T T C*T T T T 
(t+△ t) (t+△ t) △ u+ <T c• △ T+△ T C*T+△ TC*△ T} 1tt 
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t T(tt△ t/K*T(lt△ l)△ utT(lt△ t/K* {T(lt△ t) 
T △ zt△ TG (ut.z) } t△ T f* 

＝△ f (4) 

3. 運動方程式の解法

ここでは、第2節で求めた式(4)を支配方程式として、その解法について述べる。解法の手順として、 2段

階線形化近似とそれに続く反復娃正計算からなる予渭子ー修正子型の計算法を用いる。なお、時間積分法に

は、以下の式(5),(6)に示されるようなNewmarkのP法を用いる。

△ 1U . iil<t, 
△ 1il= 

p△ 12 
_ [ lll<tl 

p△ t 2 /J 
］ (5) 

砂＝△Ill [ lllltJ 1 
2 /J△ t 

- +△ t{ -1}1il1t1] 
2/j 4/J 

(6) 

I)第 1近似肝の計算

第 1近似の段階では、時刻 t十△いこおける緒量は時刻 tにおいてiffiliし、増分項およびすに間しては次

のようにmiliする。

△ T= 
ay -I  a IU T (t) 

• △lU △ i"= 
ay --1 a lU T (t) 

• △ Ill ， 
か： ユ I . 

allJT (t)'llJ(t) 
.............. (7), (8), (9) 

ay ---I a ,u 1 < t) は、時刻 tにおける座標変換行列Tを変位Illの各成分で饂微分したもので、 3次ここで、

のディメンヅョンをもつマトリクスである。

式(7),(8), (!))を式(4)に代入し、高次の微小項を省略すると、次式(IO)の線形化された増分方程式を得

る。

T 
T IM•T • Iii 

(l) (l) 

aT1 T oT a Tr T ay 
＋［（ a 1U1 

11i) IM•T + T IM•( 
i} Ill T 

tti)+{ - (M*Ttti)} +T IM*( -,u) 
alllr alltr 

T 
+T C*T] △" (t) 

T + [TM*( 
aT ay1 aT1 
a IU1 

- 1u)+{ --(M*Till)}+ ( 
atU1 a1U1 

lll)IM• ( aT 
a IUT 

Ill) 

oT1 oT T T + --{{M•(- 1U)}1(1}+T K•T+T K• {T 
az ay 

i),ul OIUT 01U1 a1u1 

a yr r a T a yr 
＋ a 1UT f*+T C*(-Ill)+{一 (C*T1u)}]△1U 

a111r a1Ur <t) 

＝△伍

G(1u+z)} 

(IO) 

これに、式(5),(6)を代入して第 1近似解△1U を求め、それを式(5),(6)に代入して△心 △ Ill を求め
I I I 

る。

2)第2近似解の計算
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第2近似では、求まった第 1近似解と時刻 tにおけるつり合い点との中点で、△T, △zを線形化する。

△irは、時刻 t十△ tにおけるすと時刻 tにおけるすとの差で！平饉する。

時刻 tにおける座標を用いての肝箭，時刻 tにおける座標に第 1近似解の変位増分△1U を加えた座標を

用いてのaffil!i,および時刻 tにおける座標に変位増分△1U のtを加えた座標を用いてのI平価をそれぞれ下

付きの添え字 (t),(I)および (t)で衷わすとすると、第2段陪の線形化された増分方程式は次の式(II)

のようになる。

T M•T • u (I) (I) 

＋［｛翌 Io>1Uo>加 T(l)+T(I/此｛紐 I(1)1U(l)}+T (I/ C拿T(I)

+ド I(l){JM・ 和）TU(t)} +T(l)JM•{ 訂 Io> u<t>>J△＂ 

+ [T M•{ 
ay 汀

(t) 
- I iU >+ <— 砂<t > < t) a ,u 1 I < t) 

{M•T 1(1 }} 
(t) (t) 

＋｛ 
ayr - I 1U }IM・{ 

ay - I Ill } a u 1 < 1) < 1) a ,u 1 < t) < t) 

町-I  ay 
吋 (t)

{{M•( —-- I flJ)ht } +T K・T 
和 I (l) (t) (t) (I) (I) 

+T(I/駅• {T(I)誌 I<t >十認 I(t)G(I)叫立(t))}+翌 I<t>P<t> 

+ [T(l/ t•{ 誌 I (t)TU(t)}+ {翌{c•y (t) TU(t)}}]△1U 

＝△ f-[ {~I (l)lll(I)—-¾fr I (t),u<t>> M•T <t> 

+T0/IM•{ 刊 I (l)lll(I)―紐 I(t)lll(t)} ] lll(t) (11) 

これに、式(5),(6)を代入して第2近似解△1U を求め、それを式(5),(6)に代入して△1(1 △"  を求めn n n 
る。

3)反復脩iE計算

反復條iE計算において、増分項は、一つ前の近似段陪で得られた近似解をもとにSffiljしたものと時刻いこ

おける籍量をもとに肝価したものとの差でff価する。すなわち、第k+l近似解（ただし、 k+lil:; 3)を求める

際の増分項は次のようにlffiliされる．

△ T=T(k)―和）， △ z=z(k)一列）， △ T=T(k)―'tct) • …… (12), (13), (14) 

ただし、 T = ay 
(k) 可iuT I (k) lU(k)である。

式(12),(13), (M)を式(4)に代入して、第k+l近似解を求める際の方程式は次のように求まる。

T(k)TIM*T(k)△叫+I+{T(k)加 T(k/T (k) T M*T (k灯 (k)T C'T (k)}△ lllk+l 

+ T(k)如 T(k)△1Uk+I 
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＝△ f-{T(t)T此△T+△ TTM•T(t/• yT紅△T} il(t)―{す(k)T紅△T+△が~T(t)

T T T T T +T M• △か△TM*T +T c• △ T+△ T c•y +△ Tc• △ T} u (k) (t) (k) (k) (t) 

-T(k)TK• {T(k)△か△TG(k)(1U(t戸 (t))} +△がf・(t)
収束条件が満足されるまでこの計算を繰り返して、次の時間ステップに移行する。

(15) 

4. 収束の判定

収束の判定は、不釣合いカノルムと外カノルムの比で行う。ただし、ステップ荷重のように△ f=Oの場

合には、不約合いカノルムによって収束判定を行う。ここで、不約合い力Qは次のようにI平面される。

Q=△ f-[ {T 
T M•T 1{l 

T 
(t+△ t) (t+△ t) (t+△ t) (t) 

- T M•T O } 
(t) (t) 

+ {'t T 町 T 1Lt -T T而 T JU 
(t+△ t) (t+△ t) (t+△ t) (t) (t) (t) 

｝ 

+ {T 
T M•T u T 

(t+△ t) (t+△ t) (t+△ t) (t) 
-T M•r Ill } 

(t) (t) 

+ {T 
T 
c•T 

T ,u -T c•T u } 
(t+△ t) (t+△ t) (t+△ t) (t) (t) (t) 

T T + {T• △ r+△ T•P } ] 
(t+△ t) (t) 

収束判定基準を £0とすれば、

£=  ( 
Q'Q t 

△ f'△f 
) < Ce 

のとき、収束したと判断する。

5. 穀値計算例

(16) 

本解析方法は、 3次元骨組構造および薄肉立体構造に対しても適用可能であるが、本論文においては箇単

な平面骨組情造を対象として、浅いアーチの計算例を示す。荷重は、アーチの頂点に鉛直下向きにステップ

荷重として作用する。ここで、解析対象モデルを回2に示す。緒胃は園中に示す通りである。

解析結果として、①非減衰，②a=0.00025, fJ =0.001, @a=0.000025, fJ=0.0001としたときの、中央点の

Y座標の時間的な推移を図3に示す。この回

より、非減衰の場合には、振幅の減衰もなく、

周PJJも一定となることが確認できる。また、

a=0.000025, {J=0.0001とした場合には、非漑

衰の場合に対して柑対的に周期が短くなって

いるが、時間とともに振幅は減少している。

この解析における a,/3が比較的小さいため

に、解析を行った時間では静的な解析解への

収束には至っていない。しかし、 a=0.00025

, /3 =0.001と大きめの値を与えて解析を行うと、

Y
 

ー

I

L=IOO [cm] 
C=J. 5 [cm] 
P=IIB. 6 [J1gf] 

↓ P 

L .,I 
A= 3. I II 「Cm2] 
l=O. 785 [cmり
p = 8 . I 4 X I O・6 [ k g / c m勺

図2 解析対象モデル
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設定した時間内でも充分静的な解析解へ収束

している。以上のような結黒から、木~¥析方

法の勁的緩和法への応用は充分可能であると

考えられる。

[cm] 

I. 5-

-0-sJ!'!t戌云

→← a=2. 6x10・5, /J=I. ox10・4 

--0-a= 2. 6 X I o・4, /J = I. Ox I o・3 

なお、木鮒析の収束判定甚準には不9り合い ►-
Y 

カノルムで 0.000001を与え、 NewmarkのP法座

の/Jt;t 0.25を採用した。況衰のバラメータ 標
a, fJの設定は、ここでは試行錯阻的に行っ

た。

6. おわりに

木研究ては、苔者らが楼案した座標表示しこ

某づく静的な非線形~¥析法を某礎とした幾何

的非線形勁的応答解析について、粘tt況Rと

I. 0 -

o. 6 

o. 0 -

0. 0 O. 0 I O. 02 O. 03 O. Oil O. 05 O. 08 
時間 [ 9 • C] 

図3 頂点のY座標の時間的惟移

してレイリー型の減哀を考博した場合の支配11程式を示した。また、ここでは、府標変換行列の時間微分項

の貝休的な肝価法、さらに、それをmいての支配11程式の解法をも示した。歎値al算例においては比較的開

洋．な平面骨紺楕造の解析を行い、開宰した肝析法の勁的町［）法への適用性を示した。

なお、木論文中の穀値HJfは東京大学大刑HJf-t亀センターIIITflCH-68211を用いて行ったことを付記する。
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