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動的問題のための時間依存座標系を用いた

定式化とその解法

A FORMULATION FOR DYNAMIC PROBI、EMSAND IT'S SOLUTION PROCEDURE 

USING A TIME-DEPENDENT LOCAL COORDINATE SYSTEM 

増田陳紀！）， 高ほIi;幸2)' 西脇威夫3)' 皆川勝4)
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SUMMARY 

An incremental equation of mot Ion using a time-dependent co-rotational 
coordinate system is formulated for geometrically nonlinear dynamic analysis 
of flexible frame structures. 
The eqatlon includes the centrifugal force and the CorlolJs force which were 
not considered in the authors'previous papers where Inertia force was 
estimated using updated Lagrangian coordinate system. 
A solution procedure composed of two-step predictive linearlzation and 
following corrective iteration is proposed for the above incremental 
nonlinear equation. The predictive llnearlzatlon ls essentially based on 
Runge-Kutta type algorithm. Newmark's-/3 time Integration scheme is combined 
with this predictive corrective solution procedure. 

Key Words:geometrical nonlinearity, co-rotational coordinate system, 
Coriolis force, incremental equation of motion, 
predlctlve-correctlve solution procedure. 

I. はじめに

著者らは，近年，本シンポジウムなどにおいて，骨糾構造の幾何学的非線形動的応答解析に関する一連の

研究を発表してきた Il 21 31. そこでは．復元｝］を1坐標表示に枯づく幾何学的非綿形理論に従って評価し，ま

た慣性力を時間増分ごとに更新される全体座標系での質璽行列と全体座標系における1Ju速度との積で現わし

た増分型の運動方程式を提案してきた．要紫座標系の運動を時間に関して離散的に取り扱うものとすれば，

このような慣性力の評価が成立する． しかし，変形も大きく剛体的な運動も大きな問題に対してこのような

要素座標系を用いた慣性力評価を行なうことは計算効手iの面から疑Ill!が残る．

そこで．本研究では，要素座標系の時間依存性を考慮して慣性1)の評価を行った場合の運動方程式の定式

化とその殺値り引析アルゴリズムを提案する．ここでいう要素座標系の時間依存性は，常に要素座標系の原点

を全体座標系のそれに一致させておくことによって，座標変換行列の時間依存性に置き換えられる．座標変

換行列の時間依存性を考慮するために．非線形方程式の数値~,'.法にNewlonRaphson法などのような解法を適

用することが困難となる．そこで．本研究では．予測子ー修正子型の月肝法を用いるものとする．また，時間

積分法には, NewmarkのB法を用いる．

2. 時間依存性を有する要素座標系を用いたtnt生｝］の評価

平面骨組構造を対象として，時間依存座標系を用いた慣性力の評価方法を述べる．

慣性力の評価に際して，全体座標系の原点を原点とし，要素第 1節点から第 2節点を望む方向で，部材軸
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と平行に要素座標系のx"'"'釉を持つ直交座標 y 
系 (x"'*-y"'*座標系）を要素座標系に用いる． ＊＊ 

この座標系は，要素の剛体的な回転運動にと

y。
もなって回転する回転座標系であり，非IR性

系である．ここで，回転座標系を用いる理巾

は，微小ひずみを前提にすれば，この座標系

において質量の分布はー一定であり，要素質＂

行列には常に一定な線形質胃行列を用いるこ

とができることにある．ここで示すll'l性力の

評価方法では，要素質冒行列に一般的な棺合

質量行列を用いることが可能である．隼巾質

冒行列を用いた場合にはさらに簡用な定式化

を得ることができるが，木研究においては要

素質冒行列に特別な制約はつけない．

図 1に，要素座標系と変位場の概念を示す．図 -・I 空間固定全体座標系と時間依存要素座標系の関係

全体座標系と要素座標系の原点を一致させて

いるので，常に座標ベクトルの座標変換関係は通常の座標変換行列を用いて記述することが出来る．一般化

座標ベクトル（初期節点座標ベクトル X0と節点変位ベクトル IUおよび要素の剛体回転ベクトルに負の符号を

付したもの『の和で表わされるベク i、ル）を xとおけば，

x
 

x:**=T宜；宜=XA f Ill f-1- (l) 

である．なお，ーI::.付きの＊＊は，要素座標系に関する緒＂であることを示す．これより，理素座標系での速度

ベクトル文＊＊，加速度ベクトル梵＊＊は，式 (l) を時間に関して微分して，それぞれ次のように求められる．

女**=T女+T x: 

佼**= T f + 2 T t + f宜

(2) 

(3) 

時間とともに回転する座標系での象＂＇を用いて全（木座揉系での慣性力を表現する場合，見かけの力が作用

するのは古典動力学に示される涌りである．すなわち，全体座標系での慣性力 fiは，要素座標系での慣性

力を座標変換したものに見かけの力としてのコリオリカと遠心力を加えた力に等しい． したがって，

T T T 
f = T JM**f**+ { 2 T JM** 女••+ T 1M*•x:••1 

この式 (4) に，式 (1)~(3) を代入して整理すると，

T T T T T T 
f_=T IM**Tf+2 {T IM**i'+i'JM**T}'f-t {T 1M**j'+2i'JM**i'+T JM**y} 宜

(4) 

T T T 
=T IM**T (,U+f-) + 2 {T 1M**i'+T 1M**T} (,u+い

T T T 
+ {T IM**T + 2 T IM**y + T IM**y} X: (5) 

が得られる．
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3. ! 曽分型支配運動方程式

復元力の評価は，吉田・増田らの研究4> 5 >に準じて行う．復元力評価の際の要素座標系には，慣性力評価

の際のそれの原点を要素の第 1節点に移動したものを使用する．この要素座標系における変位は，全て変形

に寄与し．剛体変位を含まないものと考えることができる．この要素座標系をx*-y*座標系とし，これで表

わされる諸量を上付きの添え字＊で表わす．式 (I) の関係を利用して，

IU・= T G X: ~T G X: (6) 
0 0 

ここで， Gは座標系の原点を要素の第 1節点に移動するためのシフト定数行列であり，下付きの添え字 0は

初期状態における緒冒であることを表わす．これにより，要素座標系における剛性行列1K.を用いて，全体

座標系における復元カベクトル fsは，

T 
f =T  *£*; f*=JK.* {y«,,::~y«iX:) 
s s s O 0 

(7) 

と書き表せる．

いま，時刻 (t) までの諸冒が求められていて，時刻 (l+/J.l) におけるそれを求めることが要求され

ているものとすれば．増分方程式を用いる方がより一般性がある．そこで，時刻 (t+/J.t) における運動

方程式より時刻 (t) におけるそれを差し引き，増分型の運動方程式を構成する．運動方程式の作成にあた

っては．慣性力と復元力が外力につり合っているものとし．減衰力を無視する．増分量を Aを用いて表わす

と，増分型運動方程式は次のようになる．

T 
T tM*T {△ 1U + /J. t) + { T 1M• 6 T + 6 T 1M *T} { 10 + t) 

{l+/J. t) {t十△ t) {t+/J. t) 

T T 
+ 2 IT IM•T +i'IM•T } (t-,, 1i1+t-,, i-) 

(t+!:,. t) (t+!:,. t) (t+t:,. t) (t+t:,. t) 

T T T T 
+ 2 IT IM*D. T+D. T IM*T+T 1M "'""-T + ""-r 1M "'T l (,u + r > 

(t +6 t) (t + ti t) 

+ IT TIM*T 
T T 

+2T IM"'T +T IM"'T)(/:i,u+l:ir) 
(t+△ t) (t + /1,. t) (t+l:i t) (t+l:i t) (t+l:i t) (t+l:i t) 

+ {T 
T T 
IM*l:i T+ 2 l:i T IM"'T 

T T 
IM*△ y+t, T IM*T+ 2't 

(t+ 6 t) (t+/', t) 

T T 
+T IM*l'l T+△ T IM*TI x: 

(t + l'l t) 

T T 
+T  IK* (T G(l'lJU+l'lr)+l'lTGX:I +l'lT f * =l'lf 

(t+l'l t) (t+l'l t) s 
(8) 

ただし， IM**~M* である．

4. ! 曽分型運動方程式の解法

本研究では，非線形方程式の敷値解法として，線形化近似による 2段階の推定過程と反復i参正過程からな

る予測子ー修正子型の解法を提案する．また，時間積分法には，ここではNe胃markのB怯を111いる．
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(l)惟定過程

惟定過程は， 2段階の線形化によって行う．まず第 1近似として時刻 (t) において線形化し．そのつり

合い点を第 1近似解とする．第 2近似では，第 1近似解点と時刻 (t) におけるつり合い点との中点で再び

線形化を行ない，そのつり合い点を第 2近似解とする．

a)第 1近似解の計算

座標変換行列および剛休回転行列の増分項は，時刻 (t) において変位ベクトルに関して線形化して評価

する．すなわち，

/j_ T~t 6. t'.'.::,'. ~~I 6. ,u 
a ltJ T (t) 

(9) 

a 
ここで. I は時刻 (t) において評価したことを示し， ー一ーは変位ベクトルに関して微分した量

(t) a IU T 

であることを示す．また．このI惰分の時間微分項に閲しては．以下の式をもって評価する．

6 T ""'T 6 t =~I 6心
a,ur {t) 

6 T ""'T 6 t 

～竺-I t:,. ,u + 2 
a,ur (t) 

a2y 

+ ---1 ,u 6ru 
a,ura,ur (t) (t) 

詑 T

a,u1a,u1 
I ll,I tJ ll,I 

(t) (t) 

(1 0) 

a 2y a 3T --1 ,u l:i.•u+-—---1 Ill Ill l:i.1u (11) 
31ura1ur (t) (t) 31uro11』TO IしJT (t) (t) (t) 

時刻 (t) における座標疫換行列の時間微分項は，直接時間で微分するのではなく，初めに変位で微分し

てから変位の時間微分項をかけて評価する．具休的に示せば以下の涌りである．

T =T+ T 6 t 
(t+6 l) 

(1 2) 

dT ay  

'i= = ―-I ILJ 
d t a,ur (t) (l) 

(I 3) 

1'=1'+  T 6 t 
(t+6 t) 

(l 4) 

oT 記 T
T = ----I ,(j + ----------I ILJ Ill 

a,ur (l) (t) c},ura,ur (t) (t) (t) 

(l 5) 

T ="f +'f 6 t 
(t+ 6 t) 

(1 6) 

また， newmar k-fJ法によれば， A心と 61(jは以下のように示される．

l11u=llt·•D +a·llt•l11U (1 7) 
(t) 

l1 ,u 1t1 ct, ,n 11, 

/1, ,u = (1 8) 
/3・(llt)2 /J・llt 2/3 

(9)式から (l8)式までを (8)式に代入すれば，各要素に関する線形化された増分型運動方程式が
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得られる． それらを重ね合わせて，第 1近似解を求める．

b)第 2近似解の計算

第 2近似計算では，第 lifi: 似解点と時刻 (t) におけるつり合い点との中点で，

形化を行なう．すなわち，

△ r=竺-I D. IU 

a IU T (か

11-tc:::: ュI tJ.,u+ a2T I•u 11,u 

OIUT <t> i}1uTかUT <t> <t> 

TとIUの増分に関して線

(I 9) 

(2 0) 

ar 
△ r= 

a IU T 

I △, ii十 炉~-一ー
く古〉 a IU Ta IU T 

I 1[i fl IU 

く古） (t) 

+ 2 

a2T 

a,uralUr 

I'll /J.•ll~a3y I'll 1(1 △ IU 

くt> <す〉 a,し1ra,ura,ur くt> <t> <t> 
(2 I) 

T =T+T t:,.t 
{t+/:,. t) <古＞

aT 

a Ill T 

(2 2) 

i"= I 1U 
(t) (t) 

i'=i'+ T Ii t 
(t+/i t) <古〉

-r=-r+'f Ii t 
く古〉

‘
,
'
‘
,
／
‘
,
'
 

3

4

5

 

2

2

2

 

（

（

（

 

ここで. I 凡第一近似解点と時刻 (t) における釣合点の中点で評価したことを示す．第 1近似と

くか
同様に得られた；；者量を式 (8) に代入 Lて変位ベクトルに関する連立方程式として解を求める．

(2)反復修正過程3)4) 

第 3近似以降の諸項の評価に関しては．時刻 (t) に関する諸項は時刻 (t) に関する近似解で評価をし

て，時刻 (t+6t) の諸量に関しては， 1つ前の近似解（繰返し計算の k+ I回目の近似解を求めるとき

はK回めの近似解）を用いて諸量を評価する．また増分項に関しては， 1つ前の諸量から時刻 (t) の近似

解を差し引いた値を用いる．すなわち，

6 T"""T~y 
<k> (t) 

oT 
't = 

0 IU T 

ar .. 
T= 

a Ill T 

l:l't='t --'t 
<k〉 (t)

△ T =i --T 
<k> (t) 

(26)~(28) 

I IU 
(t) (t) 

ar 
T """T = 

(t十△ t) <k> a,ur 
I Ill 

<k> <k> 

T
 u

 

T

a

 

2

T

 
a
I
U
 

a
 

＋
 ,1,9 t

 
（
 

.
J
 

・lー

,1, 
t
 

、,̀`

(2 9) 

(3 0) 

I IIJ•ii 
(t) (t) (t) 

(3 I) 
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T ='t 
(t+/1 t) <k> 

OT I Iしj I- 杞 .r I IIJ llJ 

り,ur <k> <k〉 i)llJ TりIUT <k〉 <k〉 <k>
(3 2) 

ここでくK>は繰j医し計算 k回目の諸胃を用いていることを示している．上記のように評価したものを，第 1

近似および第 2近似と同様に， (8) 式に代入して変位を求める．

(3)収束判定

収束判定は，不つり合いカベクトルQのノルムと外力増分ベクトル llfとの比 (e) と，変位！曽分tiIUの

ノルムの漸近度 (ed) との二つをもって行い，設定した某準値を両者が満たしたとき収束したと判断する．

ただし，外力増分がない場合には不つり合いカノルムによってそれを行なうものとする．また，収束条件を

満足した後に残る不釣合い力を次の増分段階に持ち越し，残差の累積を防＜．ここてのノルムは，ユークリ

ッドノルムを用いる．

Q・Q 古
E = ( )  

I',. f・/',. f 

=I 
(/j lU < k , I >• 6 IU , k• 1 >) I , 2 - (6 Ill < k >• 6 Ill < k >) I , 2 

E 

d (61u,k•1>·61u,k ふ I >) 1 , 2 

5. まとめ

(3 3) 

(3 4) 

以上に，慣性力を時間に依存する回転座標系を用いて評価した増分型の通動方程式を定式化し，その連動

方程式の解法を提示した．

慣性力の評価に際して時間依存の座標系を導入することにより同一の時間増分に対してより精度の高い解

が求められることを期待したものであるが，当然定式化が複雑になることによって必然的に計算時間が増す

ことになる．ここで定式化した方程式をどのように簡略化し，どの様な月召法を用いれば計算効率のよい解法

が得られるかということが今後の課顆の 1つとなる．

式の校正および原稿の作成に際して武蔵工業大学大学院修士課程平野俯二君に協力にいただきました．こ

こに判意を表します．
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